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Аннотация. Для моделирования вертикального распространения акустического возмущения атмосферного газа, 
инициированного некоторым импульсом на нижней границе области, в данной работе строятся как аналитические, так 
и асимптотические решения начально-краевой задачи для одномерного уравнения Клейна-Гордона, к которому может 
быть сведена одномерная система уравнений гидротермодинамики. В работе рассматриваются случаи постоянного и 
переменного значения высоты однородной атмосферы. 
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Abstract. To simulate the vertical propagation of an acoustic disturbance of atmospheric gas initiated by a certain pulse at 
the lower boundary of the region, in this work, both analytical and asymptotic solutions of the initial boundary value problem 
are constructed for the one-dimensional Klein-Gordon equation, to which the one-dimensional system of hydrothermodynamics 
equations can be reduced. The work considers the cases of constant and variable values of the height of a homogeneous atmos-
phere. 
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ВВЕДЕНИЕ 

Для моделирования волновых возмущений в ат-
мосферном газе ранее решалась начально-краевая 
задача для системы уравнений гидротермодина-
мики. Данный подход имел ряд недостатков: в одно-
мерном случае такая система имеет 3 уравнения, в 
трехмерном — 5, что в свою очередь требует анало-
гичного количества начальных и краевых условий. В 
данной работе кратко изложен подход, основанный 
на редуцировании одномерной системы уравнений 
гидротермодинамики к одномерному уравнению 
Клейна-Гордона для вертикальной скорости акусти-
ческого возмущения. Основным параметром в двух 
таких начально-краевых задачах является высота од-
нородной атмосферы H. Фиксирование постоянного 
значения 𝐻 ൌ 𝐻 или же рассмотрение случая про-
извольной зависимости от высоты 𝐻 ൌ 𝐻ሺ𝑧ሻ опреде-
ляет начально-краевую задачу для уравнения 
Клейна-Гордона с постоянными или переменным 
коэффициентами соответственно.  

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Рассмотрим систему уравнений гидротермоди-
намики, которая описывает поведение газа или 
жидкости как недиссипативной среды, что позво-
ляет использовать её для моделирования эволюции 
движения, которое возможно в газовой среде 
[Брежнев и др., 1994]. В данной работе мы ограни-
чиваемся рассмотрением одномерного случая, ко-
торый позволит описать вертикальное распростра-
нение плоских акустических волн [Leble, Perelo-
mova, 2013]: 
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Здесь 𝑃,𝛷,𝑈 — функции, связанные с реаль-
ными значениями как 
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где 𝑝ᇱሺ𝑧ሻ и 𝜌ᇱሺ𝑧ሻ – возмущение давления и плотно-
сти на фоне устойчивых стационарных функций 
�̅�ሺ𝑧ሻ, �̅�ሺ𝑧ሻ, возмущение энтропии 𝜑ᇱ ൌ 𝑝ᇱ െ
𝛾𝜌ᇱ �̅� �̅�⁄ , γ ൌ 𝐶/𝐶௩,  𝐶 ,𝐶௩ –– молярные теплоемко-
сти при постоянном давлении и объеме соответ-
ственно, 𝑔 ൌ 𝑔௭ –– вертикальная составляющая 
вектора поля ускорения силы тяжести �⃗�, 𝜌 –– плот-
ность воздуха на нижней границе.  

Система уравнений одномерной гидротермоди-
намики (1)–(3) простыми операциями сводится к 
уравнению Клейна-Гордона. Продифференцируем 
уравнение (1) по t и выразим производные 𝜕𝑃 𝜕𝑡⁄  и 
𝜕𝛷 𝜕𝑡⁄  из (2) и (3) как функцию U и ее производ-
ных. Наконец, получим: 
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Дополним последнее уравнение начальными и 
граничными условиями:  
𝑈ሺ𝑧, 𝑡 ൌ 0ሻ ൌ 𝑈௧ሺ𝑧, 𝑡 ൌ 0ሻ ൌ 0,  
𝑈ሺ0, 𝑡ሻ ൌ 𝐹ሺ𝑡ሻ, при 𝑡  0,   
𝑈ሺ0, 𝑡ሻ ൌ 0, при 𝑡  0. (5) 

В качестве конкретного примера граничного 
условия будем использовать функцию вида: 
𝐹ሺ𝑡ሻ ൌ 𝐴𝜆ଶ𝑡𝑒ିఒ௧ , (6) 
где 𝜆 — характеризует длительность импульса на 
границе,  𝐴 –– амплитуда возмущения скорости на 
нижней границе. 

Последующее построение формальных асимп-
тотик решения начально-краевой задачи (4)–(5) 
требует введения малого параметра. Такой может 
быть получен при переходе к безразмерным пере-
менным таким, что 𝑡 ൌ 𝑇𝜏, 𝑧 ൌ 𝑍𝑦, где Z — харак-
терный размер области, а T — характерное время, в 
течение которого изучается процесс при соотноше-
нии 𝑍 ൌ 𝑐𝑇, где 𝑐 ൌ ඥ𝛾𝑔𝐻 — скорость звука 
близ нижней границы. Тогда (4) принимает вид:  
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где ℎ ൌ 1 ඥ𝑎𝑇⁄  – малый параметр, 𝑎 ൌ 𝛾𝑔 4𝐻⁄ , а 
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Дополним (7) аналогичными (5) начальными и 
краевыми условиями, а пример краевой функции (6) в 
таком случае имеет вид 𝐹ሺ𝜏ሻ ൌ 𝐴𝜇ଶ𝜏𝑒ିఓఛ, 𝜇 ൌ  𝜆𝑇.  

 
РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ  
ДЛЯ ПОСТОЯННОГО ЗНАЧЕНИЯ H=H0 

Случай, когда рассматривается постоянное зна-
чение высоты однородной атмосферы H ൌ H, со-
ответствует уравнению (7) с постоянными коэффи-
циентами. Выберем значение H ൌ Hሺz ൌ 0ሻ ൌ
Hሺy ൌ 0ሻ , тогда коэффициенты (8) принимают по-
стоянное значение: сሺ𝑦ሻ ൌ 1, 𝑎ሺ𝑦ሻ ൌ 1. Для 
начально-краевой задачи для уравнения Клейна-
Гордона с постоянными коэффициентами найдено 
аналитическое решение имеющее вид [Смирнова, 
2023]: 
𝑈ሺ𝑦, 𝜏ሻ ൌ 𝑈ଵሺ𝑦, 𝜏ሻ  𝑈ଶሺ𝑦, 𝜏ሻ,  (9) 
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где ℱሺ𝑖𝜂 ℎ⁄ ሻ –– Лаплас-образ граничного условия в 
(5). Данное аналитическое решение состоит из двух 
слагаемых: погранслойного 𝑈ଵሺ𝑦, 𝜏ሻ, которое 
быстро убывает при отдалении от точки 𝑦 ൌ 0, и ос-
циллирующего 𝑈ଶሺ𝑦, 𝜏ሻ, которое описывает распро-
страняющуюся вверх волну. Для интервала 𝜏  𝑦 
𝛿  0 справедливы следующие асимптотики 

[Смирнова, 2023]: 
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РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ  
ДЛЯ ПЕРЕМЕННОГО ЗНАЧЕНИЯ H=H(Z) 

Известно, что высота однородной атмосферы 
имеет сложную зависимость от вертикальной коор-
динаты, однако решение поставленной задачи в 
случае переменного значения 𝐻 ൌ 𝐻ሺ𝑧ሻ требует не-
который явный вид такой функции. В данной ра-
боте используется аппроксимация следующего 
вида: 
𝐻ሺ𝑧ሻ ൌ 7000  0.135 tanhହ

௭

ଵଶ
 , (14) 

которая позволяет выбрать Zൌ217330 м, соответ-
ствующее значению 𝑦 ൌ 1. 

 

 
Рис. 1.  (a) Высота однородной атмосферы H(z), полу-

ченная из набора численных данных для температуры 
H=H(T(z)) (серый), и используемое приближение (14) (чер-
ный); (b) Функции c(y) (темно-серый), a(y) (светло-серый) 
(8), нормированная асимптотика 𝑈ଵ (12) 

 
На рис. 1 (b) видно, что вклад погранслойной ча-

сти решения 𝑈ଵ ограничен небольшой окрестно-
стью 𝑦 ൌ 0, которая полностью покрывается обла-
стью, где функции сሺ𝑦ሻ,𝑎ሺ𝑦ሻ принимают постоян-
ное значение. Это даёт основание использовать уже 
существующее погранслойное решение (12), (14) в 
том числе и для случая переменных сሺ𝑦ሻ,𝑎ሺ𝑦ሻ, что 
эквивалентно постоянству значения высоты одно-
родной атмосферы H при малых z. Для волновой ча-
сти решения 𝑈ଶ строится формальная асимптотика 
методом ВКБ с применением канонического опера-
тора Маслова [Маслов, Федорюк, 1976], принимая 
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в качестве начального условия существующее ана-
литическое решение (9)–(11) [Dobrokhotov, Smir-
nova, 2024]. 

Рис. 2. a) Асимптотика решения начально-краевой за-
дачи для граничного условия (6): светло-серый пунктир — 
𝑈ଵ, темно-серый пунктир — 𝑈ଶ, черный — 𝑈 ൌ 𝑈ଵ 
𝑈ଶ; б) Сравнение поведения асимптотик волновой части 
решения 𝑈ଶ для случая постоянного (серый) и перемен-
ного (черный) значения высоты однородной атмосферы 

Работа Смирновой Е.С. выполнена при финан-
совой поддержке БФУ им. Канта в рамках научного 
проекта №122051300013-8, работа Доброхотова 
С.Ю. выполнена при финансовой поддержке Госза-
дания № 123021700044-0. 
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