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Аннотация. В работе приводятся результаты численного эксперимента по визуализации распространения отра-
женных и рассеянных волн на основе метода граничного управления. Визуализация выполняется в полугеодезических 
координатах и основана на треугольной факторизации связывающего оператора – симметричной положительной мат-
рицы C. В силу плохой обусловленности матрицы С для факторизации по методу Холецкого необходимо выполнять 
регуляризацию, которая приводит к сильному искажению фронта прямой волны, при этом фронты рассеянных и от-
раженных волн искажаются слабо. После удаления прямой волны с помощью F-K-фильтрации удается получить ви-
зуализацию отраженных и рассеянных волн для симулированных данных для двух акустических моделей. 
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Abstract. The paper presents the results of a numerical experiment to visualize the propagation of reflected and scattered 
waves based on the boundary control method. Visualization is performed in semi-geodesic coordinates and is based on the 
triangular factorization of the connecting operator – a symmetric positive matrix C. Due to the poor conditionality of the matrix 
C it is necessary to perform regularization for factorization using the Cholesky method, which leads to a strong distortion of 
the direct wave front. But the fronts of scattered and reflected waves are weakly distorted. After removing the direct wave F-
K filtering provides visualization of reflected and scattered waves for the simulated data for two acoustic models. 

Keywords: boundary control method, wave visualization, numerical experiment. 

ВВЕДЕНИЕ 

Задача визуализации волн в условиях обратной 
задачи на основе метода граничного управления 
впервые была рассмотрена Белишевым М.И. в 
[Belishev, 2002]. В данной работе, напротив, рас-
сматривается упрощенная задача визуализации 
фронтов только отраженных и рассеянных волн. 
Визуализация выполняется в полугеодезических 
координатах и основана на треугольной факториза-
ции связывающего оператора [Белишев, Пушниц-
кий, 1997] –– в данной работе это симметричная по-
ложительная матрица С. 

Рассмотрим начально-краевую задачу для вол-
нового уравнения в полуплоскости:  

ଵ

మሺ௫,௬ሻ
𝑢௧௧ ൌ 𝑢௫௫  𝑢௬௬,𝑦  0, 𝑡  0, (1) 

𝑢|௧ୀ ൌ 0, 𝑢௧|௧ୀ ൌ 0, 𝑢|௬ୀ ൌ 𝑓𝛿௫ഀ , (2) 

где 𝑓ሺ𝑡ሻ –– импульс, 𝛿௫ഀሺ𝑥ሻ ൌ  𝛿ሺ𝑥 െ 𝑥ఈሻ –– функ-
ция Дирака, точка 𝑥ఈ пробегает отрезок 𝛤  ⊂  𝛤 ൌ
ሼ𝑦 ൌ  0ሽ. Пусть Ω் ൌ  ⋃௫ഀ∈௰బ𝐵ሺ𝑥ఈ ,𝑇ሻ  –– область, 
захваченная волнами к моменту 𝑇, где 𝐵ሺ𝑥ఈ ,𝑇ሻ –– 
риманов полушар с цетром в точке ሺ𝑥ఈ , 0ሻ радиуса 
𝑇 с конформно-евклидовой метрикой, определяе-
мой скоростью 𝑐. Обратная задача состоит в восста-
новлении скорости 𝑐 в Ω் по измерениям 
𝑔ሺ𝑥, 𝑡;  𝑥ఈሻ ∶ൌ  𝑢௬ሺ𝑥, 0, 𝑡;  𝑥ఈሻ, 𝑥 ∈  𝛤, 𝑡 ∈  ሾ0, 2𝑇ሿ. 
Явную линейную процедуру решения этой задачи 
дает метод граничного управления [Belishev, 1988, 

2007], но в силу ее некорректности имеются труд-
ности с реализацией. Некоторые результаты чис-
ленной реализации представлены в [Belishev, 
Gotlib, 1999; Belishev et al., 2016]. 

ЧИСЛЕННЫЙ ЭКСПЕРИМЕНТ 

В данной работе без решения обратной задачи 
были построены фронты отраженных и рассеянных 
волн в лучевых (полугеодезических) координатах, 
используя подход, основанный на формуле Благо-
вещенского, которая выражает скалярное произве-
дение волн в 𝐿ଶሺΩ்ሻ через данные обратной задачи. 

В основе эксперимента лежит формула вычис-
ления 𝐶ఈఉ по данным обратной задачи: 
𝐶ఈఉ ≔

Ω𝑇 𝑢𝑡ሺ𝑥,𝑦, 𝑡𝛼; 𝑥𝛼ሻ𝑢𝑡൫𝑥,𝑦, 𝑡𝛽; 𝑥𝛽൯
ௗ௫ௗ௬

𝑐2ሺ𝑥,𝑦ሻ
ൌ

ଵ

ଶ

௧ഀ


𝑓′ሺ𝑡   𝑡ఈሻൣ𝑔 ൫𝑥ఈ ,  𝑡ఉ  െ  𝑡;  𝑥ఉ൯ െ

𝑔 ൫𝑥ఈ, 𝑡   𝑡ఉ;  𝑥ఉ൯൧𝑑𝑡  െ
ଵ

ଶ

௧ഀ


𝑔൫𝑥ఉ , 𝑡 

 𝑡ఈ;  𝑥ఈ൯ൣ𝑓′ ൫𝑡   𝑡ఉ൯   𝑓′ ൫𝑡ఉ  െ  𝑡൯൧𝑑𝑡 . (3) 

В силу того, что матрица 𝐶 плохо обусловлена, 
невозможно непосредственно выполнить фактори-
зацию, например, по методу Холецкого.  Но после 
регуляризации путем замены 𝐶 на 𝐶  𝑎𝐼, 𝑎   0 и 
треугольной факторизации визуализация распро-
странения волн становится возможной. Однако ре-
гуляризация приводит к сильному искажению 
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фронта прямой волны, хотя при этом фронты рас-
сеянных и отраженных волн искажаются слабо.  

В качестве данных использовались симулиро-
ванные данные для двух акустических моделей 
(рис. 1, 2), одна из которых содержит дифракторы.  

 

Рис. 1.  Скоростная модель с двумя границами 

 

Рис. 2.  Скоростная модель с границей и двумя ди-
фракторами 

 
Множество 𝛴 ∶ൌ  𝛤  ൈ ሾ0,𝑇ሿ, следуя Белишеву 

М.И., будем называть экраном. В работе была про-
ведена визуализация распространения волн на 
экране от фиксированного (центрального) источ-
ника для обеих моделей. По сути, мы видим 
𝑣ሺ𝑥ఙ , 𝜏ఙ;  𝑥ఈ , 𝑡ఈሻ в точках экрана в разные моменты 
времени 𝑡ఈ (источник 𝑥ఈ  фиксирован). В левых ча-
стях рис. 3, 4 располагаются необработанные кадры 
распространения волн на экране, не подвергнутые 
фильтрации, на которых видны искаженные 
фронты прямой волны.  

 
ОБСУЖДЕНИЕ  

Характер искажений можно объяснить вкладом 
регуляризующей добавки 𝑎𝐼. При этом отраженные 
волны от границ и дифракторов не искажаются 
(или мало искажаются). С целью выделения только 
отраженных и рассеянных волн была применена F-
K-фильтрация волн, распространяющихся вверх по 
экрану с целью удаления прямой волны. В качестве 
продолжения данной работы может выступить вос-
становление скоростной функции, поскольку нали-
чие фронтов волн от различных источников на 
экране позволяет найти метрику в полугеодезиче-
ских координатах. Решение задачи возвращения к 

исходной конформно-евклидовой метрике, осно-
ванное на конформных векторных полях Киллинга, 
приведено в [Pestov et al., 2015]. 

 

Рис. 3. Кадры до и после F-K-фильтрации для модели 
с двумя границами 

 

Рис. 4. Кадры до и после F-K-фильтрации для модели 
с границей и двумя дифракторами 
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