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Аннотация. Рассмотрены асимптотические методы решения задач дифракции, фокусировки и распространения 

электромагнитных волн в неоднородных анизотропных средах: метод бихарактеристик и волновая теория катастроф. 

Методом бихарактеристик Гамильтона–Лукина выполнено математическое моделирование лучевых и каустических 

структур, возникающих при распространении радиоволн в ионосфере Земли. Приведены результаты математического 

моделирования каустических сечений основных, краевых и угловых волновых катастроф. Рассмотрены равномерные 

асимптотические решения волновых задач, приводящих к специальным функциям волновых катастроф, и представлены 

амплитудно-фазовые структуры специальных функций волновых катастроф. 

Ключевые слова: распространение, радиоволны, ионосфера, бихарактеристики, фокусировка, дифракция, каустики, 

основные, краевые и угловые волновые катастрофы, асимптотики. 

Abstract. Asymptotic methods for solving problems of diffraction, focusing and propagation of electromagnetic waves in in-

homogeneous anisotropic media are considered: the bicharacteristic method and the wave catastrophe theory. Hamilton–Lukin’s 

bicharacteristic method was used to perform mathematical modeling of ray and caustic structures arising from the propagation of 

radio waves in the Earth’s ionosphere. The results of mathematical modeling of caustic sections of the main, edge and corner 

wave catastrophes are given. Uniform asymptotic solutions of wave problems leading to special functions of wave catastrophes 

are considered, and amplitude-phase structures of wave catastrophe special functions are presented. 

Keywords: propagation, radio waves, ionosphere, bicharacteristics, focusing, diffraction, caustics, main, edge and corner wave 

catastrophes, asymptotics. 

 

ВВЕДЕНИЕ 

При решении задач радионавигации, радиолока-

ции, загоризонтного радиозондирования, обеспечения 

дальней коротковолновой радиосвязи, при изучении 

структуры ионосферы Земли методами дистанционно-

го зондирования и радиотомографии активно исполь-

зуются асимптотические методы. Лучевой подход яв-

ляется традиционным инструментом изучения распро-

странения коротких волн в различных средах [Казан-

цев и др., 1967; Лукин, Спиридонов, 1969; Лукин, 

Палкин, 1982; Kryukovskii et al., 2012]. В теории ди-

фракции и антенной технике таким лучевым подходом 

является геометрическая теория дифракции. При ре-

шении задач лучевыми методами возникают особен-

ности решения: каустики и их сингулярности. Приме-

нение теории волновых катастроф позволяет перейти к 

корректному описанию полей в окрестности каустик и 

их особенностей, известных как волновые катастрофы 

[Kryukovskii et al., 2006; Крюковский и др., 2009]. 

Они возникают и играют важную роль при решении 

различных физических задачах в радиофизике, акусти-

ке, оптике, квантовой механике и др. [Лукин, Палкин, 

1982; Дорохина, 2007]. Ниже кратко изложены основы 

метода бихарактеристик и волновой теории катастроф 

(ВТК) и приведены результаты математического мо-

делирования. 

 

МЕТОД БИХАРАКТЕРИСТИК 

ГАМИЛЬТОНА–ЛУКИНА 

Для построения лучевых траекторий при исследо-

вании распространения радиоволн в неоднородных, 

анизотропных диспергирующих средах и расчета 

электромагнитных полей наиболее эффективной явля-

ется расширенная бихарактеристическая система (1)–

(2), сформулированная в работах Д.С. Лукина и его 

коллег [Казанцев и др., 1967; Лукин, Спиридонов, 

1969; Kryukovskii et al., 2012], на основе системы Га-

мильтона: 

2 2
22 ,

dr
c k

dt k

    
  

 

r r
r   

2 2
22 ,

dr
c k

dt k

       
       

r
r

r   

2 2
22 .

dr
c k

dt k

       
       

r
r

r  (1) 

2 2

,
dk

rdt

   


 

r

r   

2 2

,
dk

rdt

      
  

   

r

r   

2 2

.
dk

rdt

      
  

  

r

r  (2) 

В формулах (1)–(2) введены обозначения: t — 

групповое время; k
r

 — волновой вектор; ω — кру-

говая частота излучения; ε — эффективная диэлек-

трическая проницаемость среды распространения; 

r
r

 — координаты луча; с — скорость света. Первая 

группа уравнений (1) — это уравнения для коорди-

нат, а вторая группа уравнений — это уравнения для 
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Рис. 1. Лучевые траектории. Неоднородность с повышенной электронной концентрацией расположена в максимуме 

ионосферного слоя. Панель б — фрагмент а 

    

Рис. 2. Лучевые траектории: неоднородность с пониженной (а) и с повышенной (б) электронной концентрацией рас-

положена ниже максимума ионосферного слоя 

 
волновых векторов. Для решения задачи о распро-
странении радиосигнала от источника (задача Коши) 
система (1)–(2) дополнятся начальными условиями. 

На рис. 1–3 представлены результаты численного 
моделирования. На рис. 1 в максимуме ионосферного 
слоя расположена крупномасштабная неоднород-
ность с повышенной электронной концентрацией. 
Хорошо видны каустические особенности типа A2 
(гладкая каустика) и A3 (каустическое острие), обра-
зованные как слоем F2, так и слоем E. Обращает 
внимание каустическое острие выше максимума 
слоя. Этот всплеск излучения легко может быть за-
регистрирован на фоне слабого проходящего сигнала. 

На рис. 2 показаны лучевые траектории в случае, 
когда неоднородности с пониженной (рис. 2, а) или 
с повышенной (рис. 2, б) электронной концентрацией 
расположены ниже максимума слоя F2. 

Видно как неоднородность образует дополни-
тельные каустические структуры, направленные в 
сторону поверхности земли. 

На рис. 3 показана лучевая структура в случае, 

когда неоднородность с повышенной электронной 

концентрацией расположена в максимуме слоя F2. 

Видно, что при таких параметрах задачи лучи мно-

гократно огибают неоднородность. 

На рис. 4 показано расщепление лучевой траек-

тории линейно частотно модулированного (ЛЧМ) 

радиосигнала в плоскости первоначального распро-

странения необыкновенной волны (рис. 4, а) и в бо-

ковой плоскости (рис. 4, б). Угол луча выхода 30°. 

Рассмотрена модель ночной ионосферы [Kryukovskii 

et al., 2015; Бова и др., 2017]. Каждый луч соответ-

ствует определенной частоте. Низкочастотные лучи 

отражаются от слоев Е и F2 и возвращаются на землю, 

а высокочастотные проходят сквозь ионосферу. Лучи, 

проходящие ионосферный слой F2, в боковой плоско-

сти развертываются параллельно оси z (рис. 4, б).  

Ослабление сигнала определяется двумя факто-

рами: поглощением и расходимостью. На рис. 5, а 

приведены графики поглощения, вычисленные 

вдоль траекторий. Для кривых, соответствующих 

проходящим лучам, поглощение мало. Лучи, отра-

жающиеся от ионосферы, много времени проводят 
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Рис. 3. Лучевые траектории. Неоднородность с пониженной электронной концентрацией расположена в максимуме 

ионосферного слоя. Панель б — фрагмент а  

    

Рис. 4. Лучевые траектории в плоскости: а – (x, z) и в боковой плоскости б — (y, z) 

    

Рис. 5. Поглощение (а) и расходимость (б) воль лучевых траекторий 

 

в нижней ионосфере и испытывают активное погло-

щение. С уменьшением частоты поглощение растет. 

На рис. 5, б показаны зависимости расходимо-

стей вдоль лучевых траекторий от высоты [Бова и 

др., 2017]. 

Красная линия, соответствующая высокочастот-

ному сигналу, имеет излом в окрестности максимума 

слоя F, что объясняется дефокусировкой сигнала. 

Горизонтальные линии, вдоль которых расходимости 

стремятся к нулю, соответствуют каустикам. Это 

области фокусировок. Лучи соответствующие даль-

нему распространению (лучи Педерсена), испыты-

вают большую расходимость и наблюдаемость та-

ких сигналов вызывает сомнения. 
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Таблица 1 

Основные катастрофы 

№ Тип 

 

Особый росток  

0

  (x, y, z, a) 

N 
Ограничения 

на функциональный 

модуль a 

dim a
r

 
r

 K 

1 AN  x
N+1

, N>0 N – 0 (0)1 N+1 

2 D


4 (1/3)x
3
  xy

2
 4 – 0 2 3 

3 D5 x
4
+xy

2
 5 – 0 2 4 

5 E


6 x
4
y

3
 6 – 0 2 4 

6 E7 x
3
y + y

3
 7 – 0 2 4 

7 E8 x
5
+ y

3
 8 – 0 2 5 

8 X9 x
4
+ax

2
y

2
 y

4
 9 a

2
4 

если “+ +” или “– –” 

1 2 4 

10 J10 x
3
+a x

2
y

2  x y
4
 10 a

2
4 если “+” 1 2 5 

12 Z11 x
3
y + y

5
+a xy

4 
11 — 1 2 5 

13 P8 x
3
+a x

2
z xz

2
 + y

2
z  8 a

2
4 если “+” 1 3 3 

15 Q10 x
3
  y

4
+ yz

2
+axy

3 10 – 1 3 4 

16 Q11 x
3
+y

2
z  xz

3
 +az

5
 11 – 1 3 5 

17 S11 x
4 
+y

2
z + xz

2
 + 

ax
3
z 

11 – 1 3 4 

Таблица 2 

Схема подчинений 

A1  A2  A3  A4  A5  A6  A7  A8  A9  … 

                   

     D4  D5  D6  D7  D8  D9  D10 … 

                   

        E6  E7  E8       

                   

        P8  X9  J10       

                   

        (…)  (…)  (…)       
 

ВОЛНОВАЯ ТЕОРИЯ КАТАСТРОФ 

(КАТАСТРОФЫ БЕЗ ОГРАНИЧЕНИЙ) 

Опираясь на теорию особенностей дифференци-
руемых отображений [Арнольд и др., 1982, 1984], 
ВТК позволяет построить классификацию структур-
но устойчивых фокальных областей (см. табл. 1) и 
равномерные асимптотически решения в виде 
[Крюковский и др., 1984; Kryukovsky et al., 1987; 
Kryukovskii et al., 2006, 2009]: 
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где lj — асимптотически сходящиеся ряды, а  
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специальная функция волновой катастрофы — СВК 
[Kryukovskii, Lukin, 2003]. 

Для определения коэффициентов асимптотиче-

ского разложения на основе амплитуды и фазы 

подынтегрального выражения построены цепочки 

рекуррентных соотношений [Kryukovskii, Lukin, 

1998; Крюковский, 2013]. Универсальная деформа-

ция F в (4) имеет вид 

   

 

0 1
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1 1
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L
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F a a
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где  0 1, , ...,a


  r  и  1, ...,j




  r  — это нормаль-

ная форма (особый росток) и возмущения. В табл. 1 


r

 — это коразмерность особенности (катастрофы), 

K — k-определенность, а N — кратность. 

Особенности, приведенные в табл. 1, связаны 

схемами подчинений (примыканий) (табл. 2): 

Каждая старшая катастрофа содержит при малых 

«шевелениях» каустические структуры подчинен-

ных особенностей. 

На рис. 6 показаны характерные сечения каустик 

(толстая линия) и лучевые структуры некоторых 

основных катастроф в соответствии с их классифи-

кацией [Дорохина и др., 2007]. 

На рис. 7, а, б представлены линии равного 

уровня амплитуды и фазы СВК для гиперболической 
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Рис. 6. Лучевая и каустическая структуры: простой катастрофы E7 (а); унимодальной катастрофы J9 (б) и трехмо-

дальной катастрофы N25 (в) 

    

Рис. 7. Линии уровня СВК: амплитуды (а); фазы (б), соответствующие катастрофе D4
+ 

           

Рис. 8. Линии уровня СВК: амплитуды (а); фазы (б), соответствующие катастрофе F1,0 

 

омбилики (D4
+
) [Дорохина и др., 2007], универсаль-

ная деформация которой имеет вид 

4

3 2 2

1 1 2 1 2 2 1 3 2

1
.

3D
F              

 

ВОЛНОВАЯ ТЕОРИЯ КРАЕВЫХ 

И УГЛОВЫХ КАТАСТРОФ 

При дифракции на телах с границами, когда пер-

вичные ГО лучевые семейства образуют семейства 

вторичных лучей, возникают краевые и угловые 

катастрофы. В работах [Kryukovsky et al., 1987; 

Крюковский и др., 1988; Kryukovskii, Lukin, 1998; 

Крюковский, 2013] были построены равномерные 

асимптотические решения. При этом в отличие от 

(4) СВК краевых (=1) и угловых (=2) катастроф и 

имеют вид 

   1

1

I , ... .. ... exp , ,

... .

a d d iF a

d d

   



 

   

 

       
 

  

   

r

r r rr r

 (6) 

На рис. 8, а, б представлены линии равного уровня 

амплитуды и фазы СВК для унимодальной краевой 
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Рис. 9. Линии уровня СВК: амплитуды (а); фазы (б), соответствующие катастрофе 
4

1А ; 2/3 

 

катастрофы (F1,0), а на рис. 9, а, б линии равного 

уровня амплитуды и фазы СВК для унимодальной 

угловой катастрофы 4

1A  [Дорохина и др., 2007]. 

Универсальная деформация имеет вид 

4
1

2 2

1 1 2 2 1 1 2 2 ,

2cos .

A
F a

a

          

 
  

Такая особенность возникает при дифракции волны 

экране с угловой точкой. 
 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В работе рассмотрены метод бихарактеристик 

Гамильтона–Лукина и волновая теория катастроф, 

являющиеся асимптотическими методами решения 

задач дифракции, фокусировки и распространения 

электромагнитных волн в неоднородных анизотроп-

ных средах. Выполнено численное моделирование 

лучевых и каустических структур, возникающих 

при распространении радиоволн в ионосферной 

плазме. Рассмотрены основные понятия теории ос-

новных, краевых и угловых волновых катастроф 

[Ипатов и др. 1986; Крюковский и др., 1995; 

Kryukovskii et al., 2006]. Помимо стационарных за-

дач распространения, дифракции и фокусировки 

излучения, методы ВТК нашли применение при ре-

шении задач по распространению радио и видео 

импульсов в дисперсионных средах [Kryukovsky et 

al., 1999, Kryukovskii et al., 2015, Крюковский и др, 

2007], при изучении метаматериалов [Kryukovskii, 

Orlov, 2010]. Полученные нами результаты модели-

рования представлены в информационной системе 

“wavecat.rosnou.ru” [Дорохина и др., 2007]. 

Работа выполнена при поддержке РФФИ (гранты 

№ 18-02-00544-а, № 17-02-01183-а). 
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