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Приведены основные положения метода подталкивания упругой нити и его применение для расчета радиотрасс волн 

КВ-диапазона. В основе предлагаемого подхода лежит вариационный принцип для функционала оптической длины ра-
диолуча (принцип Ферма). В предлагаемом методе упорядоченный набор точек, являющийся дискретным представлени-
ем радиолуча, последовательными поперечными трансформациями преобразуется к оптимальной конфигурации. Для 
нахождения оптимального положения точек используется градиент функционала от текущего положения точек. Важ-
ными особенностями метода являются ликвидация компоненты градиента функционала, направленной вдоль траекто-
рии, и введение упругой силы между точками, что позволяет контролировать распределение точек вдоль трассы. Коэф-
фициент упругости рассчитывается в зависимости от кривизны траектории. Данный метод позволяет находить множе-
ство решений и получать многоскачковые трассы. Метод подталкивания упругой нити был применен для расчета радио-
трасс в трехмерном случае в среде с показателем преломления, рассчитанным в глобальной самосогласованной модели 
термосфера–ионосфера–протоносфера (ГСМ ТИП).  

 
The nudged elastic band method (NEB) for calculating the HF radio paths is proposed and realized. The method is based on 

direct utilization of the variational principle for the optical path (Fermat's principle). The idea is to transform an arbitrary trajecto-
ry to an optimal one, while the endpoints of the trajectory are kept fixed according to the boundary conditions. We propose a 
version of such a direct variational method, where only transverse displacements of the radio wave ray are used in the optimiza-
tion algorithm. In our method, a chain of points which gives a discrete representation of the ray is adjusted iteratively to an opti-
mal configuration. Early the method has been applied to various test problems in 2D approach. Results show a good agreement 
with known analytical solutions. Point's distribution along the path controlled by spring forces between them. The elastic coeffi-
cient is depended on the curvature of the trajectory. This method can find the set of solutions and obtain multi-hop ray paths. The 
method has been applied to study 3D point-to-point ionospheric ray tracing where the properties of the propagation media have 
been derived using the Global Self-consistent Model of the Thermosphere, Ionosphere and Protonosphere (GSM TIP).  

 
Введение 
В настоящее время в рамках задачи о моделиро-

вании распространения КВ радиоволн широко при-
меняется метод численного решения задачи Коши с 
начальными условиями для нахождения поля волны 
в приближении геометрической оптики, когда по-
ложение точки приема не закреплено [Карпачев и 
др., 2013; Кравцов и др., 1980; Котова и др., 2014; 
Haselgrove, 1963]. Однако с точки зрения практиче-
ских приложений актуальна задача о расчете траек-
тории радиолуча с заданными координатами точек 
излучения и приема, которая на практике решается 
методом стрельбы. В единственной работе 
[Coleman, 2011] предлагается вариант прямого вари-
ационного метода, который, однако, не применим 
для расчета сильно искривленных радиотрасс. В 
данной работе будет развит и отлажен подход, осно-
ванный на применении вариационного принципа к 
функционалу оптической длины пути напрямую, без 
необходимости решать уравнения Эйлера-Лагранжа. 
Идея метода заключается в том, что некая первона-
чально заданная траектория последовательно транс-
формируется в оптимальную, причем ее концы на 
протяжении всего процесса оптимизации зафикси-
рованы в соответствии с граничными условиями. 
Важным достоинством такого подхода по сравне-
нию с методом стрельбы является автоматическое 
выполнение граничных условий для радиотрассы: 
начальная и конечная точки по определению совпа-

дают с положением передатчика и приемника ра-
диоволны, соответственно. При этом положение 
передатчика и приемника можно задавать произ-
вольным образом. Варианты такого метода последо-
вательных трансформаций известны в различных 
областях науки, где необходимо вычислять пути с 
закрепленными концами [Mills et al., 1994; Bessarab 
et al., 2013]. 

 
Метод подталкивания упругой нити 
Метод подталкивания упругой нити основан на 

принципе Ферма, согласно которому траектория 
луча обеспечивает экстремум (минимум) функцио-
налу оптической длины пути: 

[ ] ( ) .
B

A

S n r dlγ = ∫
d  (1) 

Здесь интегрирование производится вдоль кри-
вой γ, задающей траекторию луча, которая соединя-
ет точки A и B, ( )n rd  — показатель преломления в 

точке ( ), ,r x y z=
d , лежащей на кривой γ, и dl — 

элемент длины вдоль γ. 
Поскольку положение первой и последней точки 

зафиксировано, задача о нахождении траектории 
радиолуча сводится к поиску минимума функции 
S[γ]. Многие численные методы поиска минимума 
многомерной функции основаны на вычислении 
антиградиента целевой функции: 
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F=–∇S.  (2) 
В данном случае F, имеет смысл силы, действу-

ющей на каждую точку кривой γ. Эта сила стремит-
ся выстроить точки вдоль искомой траектории рас-
пространения радиоволны.  

 
Результаты расчетов в неоднородной среде 
Метод был протестирован на задаче о расчете 

радиотрасс между двумя фиксированными точками 
в модельной неоднородной изотропной среде. На 
рис. 1 показан пример расчета радиотрассы, где мо-
дельная среда задавалась суперпозицией гауссовых 
функций. Данный пример демонстрирует способ-
ность метода подталкивания упругой нити находить 
решение в сложной неоднородной среде, что важно 
при моделировании распространения радиоволн в 
ионосфере с неоднородностями порядка или больше 
длины волны. 

Следующим этапом проверки работоспособно-
сти метода стал расчет в параболическом слое с не-
однородностями. На рис. 2 показан пример такого 
расчета. Для данной среды было получено несколь-
ко радиотрасс, одна из которых представляет собой 
двускачковую трассу, которая была получена при 
задании конечной точки первого скачка, свободно 
перемещающейся по поверхности Земли. При этом 
каждое решение находилось при различном задания 

 
Рис. 1. Тестирование метода подталкивания упругой 

нити для случая неоднородной среды. Начальное прибли-
жение задавалось вдоль прямой, соединяющей начальную 
и конечную точки. 

 
 

Рис. 2. Тестирование метода подталкивания упругой 
нити в параболическом слое с неоднородностями. 

начального распределения точек радиолуча. Таким 
образом, метод подталкивания упругой нити позво-
ляет находить локальные решения, которыми могут 
являться, в том числе, и многоскачковые трассы. 

 
Заключение 
В данной работе предложен подход, основанный 

на прямом вариационном методе, предназначенный 
для решения задачи о расчете радиотрасс волн КВ-
диапазона с заданными координатами точек переда-
чи и приема. Тестирование метода для случаев не-
однородной изотропной среды показало возможно-
сти получения нескольких решений, среди которых 
также возможны многоскачковые трассы. Таким 
образом, продемонстрирована работоспособность 
метода и широкие возможности его дальнейшего 
применения.  
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