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УДК 530.145, 539.12  

ИНТЕГРИРОВАНИЕ КВАНТОВОЙ МОДЕЛИ ТИРРИНГА  
ПРИ КОНЕЧНОЙ ТЕМПЕРАТУРЕ  

В.В. Семенов, С.Э. Коренблит 

INTEGRATION OF THE QUANTUM THIRRING MODEL 
AT A FINITE TEMPERATURE  

V.V. Semenov, S.E. Korenblit  
 

С использованием методов термополевой динамики и динамического отображения делается попытка 
конструктивного определения операторной бозонизации в модели Тирринга при конечной температуре.  

 
An attempt to constructively define operational bosonization for the Thirring model at a finite temperature is made using 

methods of thermofield dynamics and dynamic mapping. 
 
Введение 
Введение температуры = 1/T ς  в квантовой тео-

рии поля [1, 2] достигается путем переупорядочи-
вания над новым температурным вакуумом | 0( )ς 〉  
выражений для гейзенберговских полей (ГП) ( )xψ  в 
терминах свободных физических полей φ(x), 
определенных при Т=0 над «холодным» вакуумом 
| 00 ,〉%  связанным с новым вакуумом температурным 
преобразованием Боголюбова [2]: 

| 0( ) =| 00Vϑ ς 〉 〉% , (1) 

где 1= ( , ).kϑ ϑ ς  
Тогда, если = 1ρ +  для бозонов или = 1ρ −  для 

фермионов и соответственно  
1 1 1 2( , ) = exp{ ( )} ( , ) = coshg k k f kς ςω ς ϑ  (2) 

или 1 2( , ) cosg k ς = ϑ  при  
1 1( , ) ( , ) = 1,g k f kς −ρ ς  (3) 

то соответствующее интерполирующее ( , )xψ ς  и 
физическое ( , )xϕ ς  термополя, как и тильда-сопря-
женные к ним термополя ( , ),xψ ς%  ( , )xϕ ς%  [2], 
определяются при σ = ±1 соотношениями вида  

1/2 1/2
1 1( , ) = ( , ) ( ) ( , ) ( ),x g i x f i xψ ς ∂ ς ψ −σ ∂ ς ψ%  (4) 

1/2 1/2
1 1( , ) = ( , ) ( ) ( , ) ( ),x g i x f i xϕ ς ∂ ς ϕ −σ ∂ ς ϕ%  (5) 

полностью переносящими на термополя темпера-
турную зависимость состояний (1). В общем случае 
отсюда следует отсутствие каких-либо уравнений 
движения для термополей, поскольку уже поля ϕ(x) 
и ( )xϕ%  в (5) подчиняются разным свободным урав-
нениям [2]. Счастливым исключением из этого 
правила являются, по крайней мере, свободное 
эрмитово (псевдо-) скалярное поле 2( )mμ

μ∂ ∂ + ×     
( , ) = 0x×ϕ ς и безмассовое поле Дирака в двух 

измерениях 1 , ( ) ( , ) = 0,i xμ
μγ ∂ χ ς  где множитель i 

                                                 
1 Обозначения: ( )0 1= , ,x x xμ  0 = ,x t  = = 1,ch  

( )0 1= , ,μ∂ ∂ ∂  метрический тензор 00 11= = 1,g g−  тензор 

пока не актуален. Однако нелинейные вклады в 
уравнениях для взаимодействующих полей неизбеж-
но разрушают принцип суперпозиции для термопо-
ля (4). Поэтому как для самодействующего скаляр-
ного поля, где гейзенберговские уравнения (ГУ) для 
ψ(x) и ( )xψ%  совпадают, так и для самодействую-
щего поля Дирака, где множитель i меняет относи-
тельный знак взаимодействия в уравнении для ( )xψ%  
(см. ниже), левая часть уравнения (4) уже не 
является решением ГУ для полей в правой части. 
С другой стороны, при условии, что оба набора 
полей полны, неприводимы [3] и асимптотически 
совпадают при ,t → ±∞ гейзенберговские поля ψ(x) 
и (4) должны в слабом смысле [2] стремиться к 
физическим полям ϕ(x) и (5) соответственно над 
исходным и температурным вакуумами (1). При 
наличии связанных состояний [2], и в том числе для 
точно решаемых двумерных моделей Швингера и 
Тирринга [3], условия полноты и неприводимости 
для асимптотических полей ϕ(x) и ϕ(x, ς) не выпол-
няются автоматически. 

В данной работе конструктивно дается положи-
тельный ответ на поставленный в [1] вопрос о 
судьбе операторных соотношений бозонизации при 
конечных температурах c использованием, в отли-
чие от [1], методов термополевой динамики [2]. 
Показано, что ГУ модели Тирринга [4] допускают 
точные решения в терминах скалярных физических 
термополей (5), как гейзенберговские термополя 
Ψ(x, ς), для которых соотношения типа (4) не имеют 
смысла даже асимптотически при t→±∞ в слабом 
смысле [2] над исходным вакуумом | 00 ,〉%  поскольку 
этим полям не соответствуют никакие наблюдаемые 
частицы. Эти поля удобно строить, используя 
естественную линеаризацию ГУ модели, обнару-
женную в различных точно решаемых моделях 
четырехфермионного взаимодействия в [5], [6]. 

Гамильтониан модели Тирринга [4] при нулевой 
температуре описывает ферми-взаимодействие поля 

                                                                             
Леви-Чивиты 01 10= = 1,ε −ε дираковски сопряженное поле 

† 0( ) = ( ) ,x xΨ Ψ γ  гамма-матрицы 0
1= ,γ σ 1

2= ,iγ − σ  
5 0 1

3= = ,γ γ γ σ  где iσ – матрицы Паули и I – единичная матри-

ца, 0 1= ,x x xξ + ξ  0 12 = 2 / = ,xξ
ξ∂ ∂ ∂ ∂ + ξ∂  1

1=P i− ∂ . 
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Дирака нулевой массы в двумерном пространстве–
времени:  

0 1
[ ] ( ), ( )( ) = ( ) ( ),

2I
gH x dx J x J x

∞
μ

Ψ Ψ μ Ψ
−∞
∫  (6) 

подчиняющегося каноническим антикоммутацион-
ным соотношениям  

{ } 0 0=
( ), ( ) | = 0,

x y
x y′ξ ξΨ Ψ  (7) 

{ } ( )† 1 1
0 0 ,=

( ), ( ) | = ,
x y

x y x y′ ′ξ ξ ξ ξΨ Ψ δ δ −  (8) 

где , = 1,′ξ ξ ±  а ГП и векторный ток имеют вид 

1 1

2 1

( ) ( )
( ) = = ,

( ) ( )
x x

x
x x

+

−

Ψ Ψ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
Ψ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟Ψ Ψ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (9) 

( ) ( ) = ( ) ( ), = 0, 1.J x x xμ μ
Ψ Ψ γ Ψ μ  (10) 

 В термополевой динамике [2] необходимо удво-
ить число степеней свободы, снабдив все поля Ψ их 
тильда-партнерами .Ψ%  Согласно [2], полученная тео-
рия будет определяться гамильтонианом 

ˆ [ , ] = [ ] [ ],H H HΨ Ψ Ψ − Ψ% % % где * *[ ] = [ ],H HΨ Ψ% % %  при-

чем 0 0
0[ ] [ ][ ] = ( ) ( ),IH H x H xΨ ΨΨ + где [ ] [ ]= ,I IH HΨ Ψ% %

%  
а для свободного гамильтониана  

0 1 † 1
0[ ] ( ) = ( ) ( ) ( )H x dx x E P x

∞

Ψ
−∞

Ψ Ψ∫  (11) 

при 1 5 1( ) =E P Pγ  имеем 0[ ] 0[ ]= ,H HΨ Ψ−% %
% и, как 

обычно [2], для свободных безмассовых (термо-) 
полей Дирака подстановка (5) ( ) ( , )x xχ χ ςa  не 

меняет вида оператора: 0 0 0
ˆ [ , ] = [ ] [ ].H H Hχ χ χ − χ%% %  

Однако эти свободные ферми-поля, вообще говоря, 
не являются теперь физическими полями данной 
модели теории поля [1, 3], и каждое из слагаемых в 

ˆ [ , ]H Ψ Ψ%  должно быть, как известно [3], эквива-
лентно в слабом смысле свободному гамильтониану 
безмассовых (псевдо-) скалярных полей ( ),xφ  ( ),xϕ  
по крайней мере при = 0.T  Считая, в отличие от 
[2], всю зависимость от температуры перенесенной 
на операторы, согласно (5), будем поэтому и 
решение для 0T ≠  искать в представлении этих же 
свободных безмассовых скалярных полей над | 00 .〉%  
Таким образом, вместо динамического отображения 

( ) = [ ( )]x xψ ϒ ϕ  с последующей обратной к (5) 
подстановкой ( ) ( , )x xϕ ϕ ςa  над температурным 
вакуумом | 0( )ς 〉  [2], здесь строится динамическое 
отображение для ( ) ( ; ) = [ ( , )],x x xψ →Ψ ς ϒ ϕ ς  по сути, 
с теми же самыми коэффициентными функциями, но 
уже в представлении физических термополей ( , )xϕ ς  с 
последующей подстановкой (5) ( , ) ( )x xϕ ς ϕa  над 

«холодным» вакуумом | 00 .〉% Такой путь демон-
стрирует определенную универсальность точного 
решения модели Тирринга в этом представлении. 

Независимость ГУ для полей Ψ  и Ψ% позволяет 
рассмотреть решение только для первого из них. 

Второе поле, кинематически независимое в смысле 
(7), получается аналогично:  

( )( ; ) = ( ; ) ( ; ),i x g J x xν ν
ν ν Ψγ ∂ Ψ ς γ ς Ψ ς  (12) 

или для отдельных компонент поля Ψ  (9):  

( )2 ( ; ) = ( ; ) ( ; ),x igJ x x−ξ
ξ ξ Ψ ξ∂ Ψ ς − ς Ψ ς  (13) 

где введены правая и левая компоненты векторного 
тока:  

0 1
( ) ( ) ( )( ; ) = ( ; ) ( ; ) =J x J x J xξ
Ψ Ψ Ψς ς + ξ ς   

†= 2 ( ; ) ( ; ).x xξ ξΨ ς Ψ ς  (14) 
 
Линеаризация 
Из уравнения (12) и соотношений антиком-

мутации для операторов поля (7), (8) следует, что в 
каноническом уравнении движения для оператора 
«тока» (10), (14) из правой части (12)  

( )0
0 ( ) ( ) 0( )( ; ) ( ; ), ; =i J x J x H xν ν

ν Ψ ν Ψ Ψ
⎡ ⎤∂ γ ς − γ ς ς⎣ ⎦   

( )0
( ) ( )= ( ; ), ; 0IJ x H xν

ν Ψ Ψ
⎡ ⎤γ ς ς ⇒⎣ ⎦  (15) 

исчезает вклад коммутатора с гамильтонианом 
взаимодействия ( )0

( ) ; .IH xΨ ς  Поэтому эволюция это-
го «тока» будет описываться некоторым свободным 
гамильтонианом ( )0

0( ) ; ,H xχ ς квадратичным при та-
ком же значении коммутатора слева по некоторым 
свободным физическим (пробным) полям Дирака 

( , ),xχ ς подчиняющимся таким же антиком-
мутационным соотношениям (7), (8):  

( )
0 ( )

0
( ) 0( )

( ; )

( ; ), ; = 0.

i J x

J x H x

ν
ν χ

ν
ν χ χ

∂ γ ς −

⎡ ⎤− γ ς ς⎣ ⎦
 (16) 

Как показано в [6], учет возможного вклада в 
(15) швингеровских членов являлся бы прежде-
временным и приводил бы к противоречию с 
условиями сохранения векторного и аксиального 
токов. Действительно, свой точный смысл этот 
оператор «тока» (10), (14) приобретает лишь после 
фиксации пространства представления антиком-
мутационных соотношений (7), (8) и приведения его 
в этом представлении к нормальной форме, напри-
мер, путем перенормировки с помощью ε-раздвижки 
и вычитания вакуумного среднего [3]:  

0 0
( ) ( )

0

ˆ ˆ( ; ) = ( ; ; ),limJ x J xΨ Ψ
ε→

ς ς ε
%

%  (17) 

1 1
( ) ( )

0

ˆ ˆ( ; ) = ( ; ; ),limJ x J xΨ Ψ
ε→

ς ς ε  (18) 

где 0 1= 0ε ε →%  при  
1 0=ε ε% , 2 > 0ε , (19) 

1
( )

ˆ ( ; ; ) = ( )[ ( ; ) ( ; )J x a Z a x a xν − ν
Ψ ς Ψ + ς γ Ψ ς −   

0 | ( ; ) ( ; ) | 0 ]x a xν−〈 Ψ + ς γ Ψ ς 〉  (20) 

и аналогично для компонент (14). Константа пере-
нормировки ( )Z a  определена ниже в (59). С уче-
том этих замечаний, наблюдения (15), (16) позво-
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ляют идентифицировать гейзенберговский ток (10) в 
правой части (12) с током свободных пробных полей 

( , ),xχ ς умноженным на неизвестную пока кон-
станту β :  

( ) ( )
ˆ( ; ) ( ; ),

2
J x J xν ν

ν Ψ ν χ
β

γ ς ⇒ γ ς
π

 (21) 

в смысле 

( ) ( )
ˆ ( ; ; ) : ( ; ),

2 2
J x J xν ν

ν χ ν χ
β β

γ ς ε → γ ς
π π

 (22) 

что приводит к линеаризации [6] обоих ГУ (12), (13) 
в представлении этих свободных полей ( , ).xχ ς  

Разумеется, первое – по 0 ,x а второе – по ,xξ однако 
второе – привилегия двумерия и начальные условия 
к нему далеко не очевидны, тогда как первое 
допускает физически обоснованные шредингеров-
ские начальные условия при 0 = 0.x  

 
Скалярные пробные поля 
В различных двумерных моделях бозонизация 

как возможность оперировать функционалами от 
бозонных полей вместо фермионных операторов и 
наоборот является мощным инструментом получе-
ния различных непертурбативных решений. Ис-
пользование бозонизации значительно упрощает 
интегрирование линеаризованных ГУ (12). Будучи 
формально [3] следствием лишь условий сохранения 
векторного тока (10), аксиально-векторного тока 

5
5( ) ( ) = ( ) ( )J x x xμ μ
Ψ Ψ γ γ Ψ  и равенства 5 = ,μ μν

νγ γ −ε γ  
соотношения бозонизации имеют смысл слабых 
равенств только для нормальной формы (17), (18) 
операторов тока, что неявно предполагает и выбор 
определенных представлений (анти-) коммутаци-
онных соотношений. Для свободных безмассовых 
полей ( , ),xχ ς  ( ; )xϕ ς  этот выбор осуществляется, 
по сути, автоматически и его оказывается вполне 
достаточно именно в силу линеаризации (22). При 
этом для свободных полей имеем операторные 
равенства 

( )
1( ; ) = ( ; ),J x xμ μ

χ ς ∂ ϕ ς
π

 (23) 

( )( )
2( ; ) = ; ,J x xξ −ξ −ξ

χ −ξς ∂ ϕ ς
π

 (24) 

где символ нормальной формы здесь и далее 
опущен, а свободное безмассовое бозонное термо-
поле ( ; )xϕ ς  является унитарно-неэквивалентным 
представлением (5) поля Клейна–Гордона:  

1 ( ) ( )( ; ) = ( ) = ( ; ) ( ; )x V x V x x− + −
ϑ ϑϕ ς ϕ ϕ ς + ϕ ς  (25) 

и удовлетворяет уравнению ( ; ) = 0.xμ
μ∂ ∂ ϕ ς  

Дуальное к ( ; )xϕ ς  поле имеет противоположную 
четность и определяется уравнениями 

( ) ( )1 1 1 1 0
0

1( ; ) = , ; ,
2

x dy x y y x
∞

−∞

φ ς − ε − ∂ ϕ ς∫  (26) 

( ; ) = ( ; ), ( ; ) = 0,x x xμ μν μ
ν μ∂ φ ς −ε ∂ ϕ ς ∂ ∂ φ ς  (27) 

где 1( ) = 1xε ± соответственно при 1 > 0,x  1 < 0.x  С 
этими полями связаны заряды 

( )1 1 0
0( ) = , ; ,O dy y x

∞

−∞

ς ∂ ϕ ς∫  (28) 

( )1 1 0
0( ) = , ; ,O dy y x

∞

−∞

ς ∂ φ ς∫  (29) 

а их линейные комбинации определяют левые и 
правые термополя и их заряды [3]:  

( ) [ ]1; = ( ; ) ( ; ) ,
2

x x xξ ξϕ ς ϕ ς − ξφ ς  (30) 

1( ) = ( ) ( ) .
2

Q O Oξ ⎡ ⎤ς ς − ξ ς⎣ ⎦  (31) 

Коммутационные соотношения для полей 
( )( ; ), ( ; ), ;x x xξ ξϕ ς φ ς ϕ ς  и их зарядов не зависят от 

температуры:  

[ ] [ ]( ; ), ( ; ) = ( ; ), ( ; ) =x y x yϕ ς ϕ ς φ ς φ ς   
0 0

2( )= (( ) ),
2

x yi x yε −
− θ −  (32) 

( ) ( ) ,; , ; = ( ) .
4
is s′ξ ξ

′ξ ξ⎡ ⎤ϕ ς ϕ τ ς − ε − τ δ⎣ ⎦  (33) 

Она проявляется в коммутаторах «частотных 
частей» (26), заданных, согласно (5), отдельно 
операторами рождения и уничтожения над исход-
ным вакуумом:  

1 1( ) | 00 = ( ) | 00 = 0c k c k〉 〉% %%   

в виде 

( ) ( )
1

( ) 1
0; =

2 2
dkx k
k

∞
ξ + ξ

−∞

ξ
ϕ ς − θ −ξ ×

π ∫   

( ) ( )0 01 1cosh sinh ,ik x ik xc k e c k e
ξ ξ− +⎡ ⎤× ϑ − ϑ⎢ ⎥⎣ ⎦

%  (34) 

( ) ( ) †( ) ( ); = ; .x xξ − ξ ξ + ξ⎡ ⎤ϕ ς ϕ ς⎣ ⎦  (35) 

( ) ( )( ) ( ); , ; =s ′ξ ± ξ⎡ ⎤ϕ ς ϕ τ ς⎣ ⎦
m   

,
1 ( { } 0)= ln sinh

4
s ii′ξ ξ

⎛ ⎞⎛ ⎞ς π ± − τ −
δ μ ±⎜ ⎟⎜ ⎟π π ς⎝ ⎠⎝ ⎠

m   

( ), 1
1 , ,

2
g′ξ ξ± δ ς μ

π
 (36) 

( )
1

0 1
1 0 0

1

1, = , =| | .
1k

dkg k k
k e

∞

ς
μ

ς μ
−

∫  (37) 

( ) ( )
,( ; ), ( ) = ,

4
is Q ′ξ ± ξ

′ξ ξ⎡ ⎤ϕ ς ς + δ⎣ ⎦
m  (38) 

( )( ) ( )
,( ), ( ) = , ,Q Q f L′ξ ± ξ
′ξ ξ⎡ ⎤ς ς ± ς δ⎣ ⎦

m  (39) 

( )
1 2( )2

1 1 2
1

0

1 1, = .
4 2 1

k L

k

Lf L dk k e
e

∞
−

ς
ς +

−
∫  (40) 

Параметры регуляризации μ, μ1 впоследствии 
стремятся к нулю, а L – к бесконечности. Аналогич-
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ные формулы справедливы для тильда-партнеров этих 
полей и их зарядов. Кинематическая независимость 
тильда-партнеров от полей ( )( ; ), ( ; ), ;x x xξ ξϕ ς φ ς ϕ ς и 
их зарядов также нарушается для соответствующих 
им частотных частей (25), (34) и их зарядов ( ) .Qξ ±  

Следуя [3], с помощью введенных полей можно 
построить представление решений уравнения 
Дирака для безмассового свободного пробного поля 
при конечной температуре, ( ); = 0,x−ξ

ξ ξ∂ χ ς  в виде 
локальных нормальных экспонент от левых и пра-
вых бозонных полей ( ; )xξ ξϕ ς  и их зарядов ( )Qξ ς  
(30), (31). Однако кинематической независимости 
(7) для тильда-партнеров теперь можно добиться, 
только «запутав» в одном поле сразу оба заряда 

( )Qξ ς  и ( ) :Qξ ς%  

( ); =x−ξ
ξχ ς   

( ) 1 12 ; ( ) ( ) ( )
2 2 2 ,

i x Q Q Q
N e u

−ξ −ξ ξ ξ −ξξ⎡ ⎤− π ϕ ς + ς + ς + ς⎢ ⎥⎣ ⎦
ϕ ξ

⎧ ⎫⎪ ⎪= ⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

% %

 (41) 

где ,uξ  c – числовой спинор, равный  

( )3 ,1 28 4= ,
2

ia g
u e e

π πξ− − ς μ −

ξ
μ
π

 (42) 

с расходящейся константой а1. В отличие от [7], 
выбранные таким образом поля обладают правиль-
ными свойствами симметрии [2] относительно 
операции «тильда». 

 
Интегрирование ГУ 
В выбранном представлении правая часть ГУ 

(12) с учетом линеаризации легко приводится к 
нормальной форме:  

0 ( ; ) =xξ∂ Ψ ς   

,( )
1 ( )= ( ; ) ( ; )

2
gi J x x−ξ −

χ ξ
β⎛ ⎞

−ξ∂ − ς Ψ ς −⎜ ⎟
π⎝ ⎠

  

,( )
( )( ; ) ( ; ) .

2
gx i J x−ξ +

ξ χ
β⎛ ⎞

−Ψ ς ς⎜ ⎟
π⎝ ⎠

 (43) 

Очевидное выражение для производной любой 
функции 1( )F x  через оператор импульса 1P  

1 1 1
1 ( ) = , ( )i F x P F x⎡ ⎤− ∂ ⎣ ⎦  и его конечный эквивалент 
1 11 1( ) = ( )iaP iaPe F x e F x a− + позволяют привести урав-

нение (43) к виду 

( ) = ( ) ( ) ( ) ( ),d Y t A t Y t Y t B t
dt

−  (44) 

имеющему следующее формальное решение через 
упорядоченные по времени экспоненты:  

0

( ) = exp ( ) (0)
t

AY t T d A Y
⎧ ⎫⎛ ⎞⎪ ⎪η η ×⎜ ⎟⎨ ⎬⎜ ⎟⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭

∫   

1

0

exp ( ) ,
t

BT d B
−

⎡ ⎤⎧ ⎫⎛ ⎞⎪ ⎪× η η⎢ ⎥⎜ ⎟⎨ ⎬⎜ ⎟⎢ ⎥⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭⎣ ⎦
∫  (45) 

которые в данном случае можно затем немедленно 
свести к обычным ( ) ( ; ),Y t xξ→ Ψ ς   

( )( ) ( )( ; ) 1 0 ( ; )( ; ) = ,0; .C x C xx e x x e
− +ς ς

ξ ξΨ ς Ψ − ξ ς  (46) 

Используя операторную бозонизацию (24) для 
векторного тока пробного поля (41), находим  

( ) ( ; ) =C x± ς   

( )
0

0 ,( ) 1 0 0 0
( )

0

= , ;
2

xgi dy J x y x y−ξ ±
χ

β
− + ξ − ξ ς =

π ∫   

( ) ( )( ) ( )= ; ; .
2 2

g gi x i xξ ± ξ ξ ± −ξβ β
− ϕ ς + ϕ − ς

π π
 (47) 

Начальное поле 1 0( ,0; ) ( ; )x x x−ξ
ξ ξΨ − ξ ς ⇒ λ ς  

также оказывается одним из решений свободного 
уравнения ( ; ) = 0,x−ξ

ξ ξ∂ λ ς вообще говоря, унитарно-
неэквивалентным свободному полю (41). Поэтому 
выберем его с параметрами ,α β  соответствующего 

канонического преобразования 
2 2

= 4α −β π  в виде 

( ) ( ) ( ){ };1; = ; = ,X xx U x U N e vς−ξ − −ξ
ξ η ξ η ϕ ξλ ς χ ς  (48) 

= 2 cosh , = 2 sinh ,α π η β π η  (49) 

( ) ( ); = 2 ; ( )
2

X x i x W−ξ −ξ ξξ⎡ς − π ω ς + ς −⎢⎣
  

( ) ( )( ) ( ) .
4

Q Qξ −ξ
⎤α −β
⎥− ς + ς
⎥π ⎦

% %  (50) 

( ) ( ) ( )1; = ; ; ,
2

x x xξ ξ ξ ξ −ξ ξ⎡ ⎤ω ς αϕ ς +βϕ − ς⎣ ⎦π
 (51) 

1( ) = ( ) ( ) ,
2

W Q Qξ ξ −ξ⎡ ⎤ς α ς −β ς⎣ ⎦π
 (52) 

где 
( , ) 4= ,

2

i
h

v e e
πξ

−α βξ
ξ

μ
π

 (53) 

( ) ( ) ( )
22 2

1 1 2
1 1( , ) =

32 16
h a a aξ α β − α +β − α −β −ξ −   

( ) ( )2 2
2

1 , .
4

g− α +β ς μ
π

 (54) 

Подставляя эти выражения для начального поля 
в решение (46), получим нормальную экспоненту 
для поля Тирринга в виде 

{ }( ; )( ; ) = ,R xx N e vς
ξ ϕ ξΨ ς  (55) 

( ) ( )( ; ) = ; ;R x i x i x−ξ −ξ ξ ξς − αϕ ς − βϕ ς −   

( ) ( )
4 4
i iQ Qξ −ξξ ξ

− α ς + β ς +   

( ) ( )1 ( ) ( )
4

i Q Qξ −ξ+ α −β ς + ς% %  (56) 

при соответствующих условиях на параметры, 
необходимых для выполнения канонических анти-
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коммутационных соотношений (7), (8):  
2 2

= 4α −β π , = 0.
2

gβ
β−

π
 (57) 

Повторяя те же вычисления для второго поля 
,Ψ% получим для него выражение, легко воспроиз-

водимое известными «правилами подстановки 
тильда» [2]. Таким образом, мы получили систему 
тильда-сопряженных полей ( , ),Ψ Ψ% удовлетворяю-
щих динамическим уравнениям теории и подчи-
няющихся каноническим антикоммутационным со-
отношениям. 

Непосредственное вычисление с этими полями 
оператора векторного тока (17)–(20) воспроизводит, 
с учетом (57), соотношение (21), демонстрируя 
самосогласованность приведенных вычислений. 
Константа перенормировки находится при этом 
явно в виде  

2 2

( ) = exp ln
4

iZ a
⎧ ⎛β μς⎪ ⎛ ⎞− ×⎜⎨ ⎜ ⎟⎜π π⎝ ⎠⎪ ⎝⎩

  

( ) ( )0 0
sinh sinh ,

a i a i−ξ ξ ⎫⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞π − π − ⎪⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟× ⎬⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ς ς ⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎠⎭

 (58) 

т. е. 
22 2 /4( ) ( )Z a a −β π⇒ −μ  при 0a →  и не зависит 

от температуры. 
 
Заключение 
В данной работе в рамках термополевой дина-

мики показано, что модель Тирринга [4], точно 
решаемая и при конечной температуре [7], остается 
при этом также и точно линеаризуемой, а соотно-
шения бозонизации как равенства между операто-
рами свободных полей сохраняют свою силу и при 

конечной температуре. Таким образом, метод ин-
тегрирования ГУ, основанный на процедуре линеа-
ризации и динамическом отображении на шре-
дингеровские поля, может быть с успехом применен 
и при конечной температуре.  

Работа выполнена при поддержке РФФИ (грант 
№ 09-02-00749) и аналитической ведомственной це-
левой программы «Развитие научного потенциала 
высшей школы (2009–2010 гг.)» (проект РНП. 
2.2.1.1/1483, 2.1.1/1539). 
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