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Статья представляет собой первую часть лекции и посвящена связям современной техники обработки цифровых 

изображений с фрактальной геометрией и теорией функций с ограниченной вариацией. Вводятся основные элементы 
микроканонического формализма, которые позволяют разложить изображение на сингулярные многообразия.  

 
The article is the first part of the lecture and considers the relation between up-to-date technique processing digital images 

and fractal geometry and the theory of limited variation functions. The base elements of microcanonical formalism are intro-
duced, that gives possibility to decompose image on singular manifolds.  

 
Введение 
Простейшей линейной динамической системой 

является итерирующий конечный набор сжимаю-
щих функций IFS (Iterated function system), допол-
ненных, возможно, вращениями и трансляциями. По 
теореме Банаха о неподвижной точке в пространстве 
компактов IFS имеет единственную неподвижную 
«точку», или аттрактор IFS [1–4]. Если образы IFS 
не пересекаются, то аттрактор может быть несвяз-
ным компактным коллажем, состоящим из своих 
собственных уменьшенных копий, т. е. фракталом с 
дробной размерностью. Представим себе, что каж-
дая итерация IFS эквивалентна нанесению черной 
краски (меры) на носитель. Тогда предельным обра-
зом будет черно-белая геометрическая фигура. 
Предположим теперь, что каждый из IFS выбирается 
с фиксированной вероятностью. В этом случае рас-
краска аттрактора будет репродуцировать себя в шкале 
уровней серого на различных, все более уменьшаю-
щихся масштабах, следуя заданному распределению 
вероятностей. В результате получится единственная 
самоподобная инвариантная мера IFS на аттракторе в 
силу той же самой теоремы Банаха, но уже в простран-
стве борелевых мер [1, 2, 4]. Такую меру называют 
мультифрактальной, потому что она состоит из фрак-
тальных компонент разной размерности.  

Для того чтобы описать локальную изменчи-
вость мультифрактального узора, используют поня-
тие регулярности функции, адаптированное к мере. 

Основной задачей этой статьи является изложение 
математических основ мультифрактального форма-
лизма на уровне технической строгости. Оказывается, 
что цифровые изображения являются объектами, для 
которых этот формализм выглядит настолько естест-
венным, насколько это вообще возможно. 
 

Абстрактный мультифрактальный форма-
лизм 

Напомним некоторые основные сведения из тео-
рии меры [5, 6]. В общем случае мера на множестве 
X – это функция, которая приписывает каждому 
подмножеству A⊂X неотрицательное число 0 ≤ μ(A) 
≤ ∞, μ(∅)=0, так что выполняется условие счетной 
аддитивности:  

( ) ( )11
, μ μi i j iii

A A A A A A∞ ∞

==
⊂ ∩ = ∅ ⇒ =∑U   (1) 

Измерить множество – значит, разбить его на 
части с помощью некоторого эталонного множества. 

Если мера μ уже определена, то множество A∈X 
называют μ-измеримым, если оно аддитивно «рас-
щепляет» любое другое множество B∈X, т. е. 
( ) ( ) ( )μ μ μ cB B A B A= ∩ + ∩ , где Aс – дополнение A 

в X. Класс μ-измеримых множеств образует алгебру: 
дополнение к любому измеримому множеству изме-
римо; счетное объединение и пересечение измери-
мых множеств также измеримы. Минимальную ал-
гебру составляют так называемые Борелевы множе-
ства: на R такими множествами являются обычные 
интервалы [ ],n n nI a b R= ∈ , длина которых является 

их мерой Лебега ( )μL n n nI b a= − . Меру μ называют 
Борелевской регулярной мерой, если для каждого 
множества A существует такое Борелево множество 
B⊃A, которое «аппроксимирует» меру A: μ(B)= μ 
(A). Если такая регулярная мера конечна для любого 
компактного множества, ее называют мерой Радона.  

Счетное семейство подмножеств { }iA=A  назы-
вают счетным ε-покрытием множества F, если 

ii
F A⊆U  и для всех Ai справедливо неравенство 

diam Ai ≤ ε, ,supx y Adiam A x y∈= − . Определим 
крупнозернистую α-мерную меру Хаусдорфа, как 
[1, 2, 5, 6] 

( ) ( )ααμ ε, inf ,
i

H iA
F diam A

∈
= ∑ A

  (2) 

где нижняя грань берется по всем счетным           
ε-покрытиям. Предел:  

( ) ( )α α
ε 0μ lim μ ε,H HF F→=   (3) 

называют α-мерной мерой Хаусдорфа. В метриче-
ском пространстве R для конечного множества A 
одномерная мера Хаусдорфа совпадает с Лебеговой 
мерой: ( ) ( )1μH A m A= . Если A состоит из n точек, то 

мера ( )0μH A n= . Вычислить меру (3) на практике 
невозможно, однако ее можно оценить, используя 
один результат из геометрической теории меры [6, 
7]. Пусть мера Радона μ[Br(x)] для шара Br(x), окру-
жающего каждую точку x∈A борелева множества 
A⊂Rn, удовлетворяет скейлингу: 

( )μ ~rB x rα⎡ ⎤⎣ ⎦  (4) 

Тогда α-мерную меру Хаусдорфа можно аппрок-



Н.Г. Макаренко 

13 

симировать сверху более доступной для измерения 
мерой Радона 

( ) ( )αμ λμHA C A≥ ,  (5) 

где C=C(α, n) и 0<λ<∞ – некоторые константы. Рас-
смотрим теперь поведение ( )αμH F  как функции α. 

Когда α увеличивается, мера уменьшается. Пусть F – 
борелево множество и 0<α<s. Тогда, если 

( )αμH F < ∞ , то ( )μ 0s
H F = . Напротив, если 

( )μ 0s
H F > , то ( )αμH F = ∞ . Можно доказать, что 

для F существует единственное критическое значе-
ние α0∈[0,∞] – такое, что ( )αμH F = ∞  для всех α<α0 

и ( )αμ 0H F =  для всех α>α0. Эту величину  

( ){ } ( ){ }
0

α α

α dim

sup α μ 0 inf α μ .
H

H H

F

F F

= =

= = = = ∞
 (6) 

и называют размерностью Хаусдорфа [2, 3, 8]. Можно 
показать, что, если A, B – борелевы множества, то 

dim dimH HA B A B⊆ ⇒ ≤ ;  

( ) { }dim max dim ,dim .H H HA B A B∪ =   (7) 

Пусть X⊂R и [ ]: ,g X → −∞ +∞  – непрерывная 
функция. Проведем на графике (x, g(x)) горизон-
тальную прямую g(x)=α и рассмотрим для разных α 
множества уровней ( )1

α α ,gK g X−= ∩  т. е. множе-
ства точек носителя, в которых g(x) пересекается с 
прямой [9] (см. pис. 1):  

( ){ }α α .gK x X g x= ∈ =   (8) 

Их называют компонентами мультифрактально-
го разложения X, так как: 

α
α

.gX K
−∞≤ ≤+∞

= U   (9) 

Термин «мультифрактальный» означает, что каждое из 
α
gK  образовано конечным числом точек, так что 

αdim ( ) 1g
H K ≤ , как для фрактала. Таким образом, X 

расслаивается на различные «фрактальные» множест-
ва относительно функции g. Целочисленную много- 

 
Рис. 1. Компонент мультифрактального разложения 

для α=–0.35 относительно графика g(x) (показан кружка-
ми на оси абсцисс). 

значную функцию, равную числу пересечений гра-
фика g(x) с нашей прямой  

( ) ( ){ }αα, , # α ,gg K x g x= =N   (10) 

называют индикатрисой Банаха. Для X=[a, b] она 
равна нульмерной мере Хаусдорфа 

[ ]( )0 1μ (α) ,H g a b− ∩  множества точек пересечения. 

Для «измерения» каждой компоненты α
gK  

удобно использовать размерность Хаусдорфа 
( ) αα dim ( )g

H Hf K= , которая является монотонной 
функцией множества (см. (7)). Пару (α, fH(α)) называ-
ют мультифрактальным спектром относительно g(x).  

Наша ближайшая цель – выбор подходящей 
функции g(x). Мы используем для этого гельдеров-
ский показатель регулярности функции. Эвристиче-
ская идея регулярности основана на исследовании 
локального изменения функции в зависимости от 
изменения ее аргумента. Для «хороших» функций 
приращение функции и аргумента согласованы так в 
некоторой малой окрестности 0 εx x xΔ = − ≤  точ-
ки x0, их отношение равномерно ограничено 

y x CΔ Δ ≤  положительной константой. С другой 
стороны, можно представить себе функцию, для 
которой небольшое изменение xΔ  приводит к ог-

ромному значению yΔ , так что ~y xΔ Δ ∞ . Аль-
тернативой может быть непостоянная функция, ко-
торая очень слабо реагирует на изменение аргумен-
та, т. е. ~ 0y xΔ Δ . Можно обобщить все эти си-
туации с помощью некоторой постоянной α(x0), та-
кой что в окрестности x0 ограниченным является 
отношение Hy x CαΔ Δ ≤ . Правильное значение 
α(x0) является «точкой равновесия»: отклонение от 
нее в любую сторону дает либо нулевое, либо бес-
конечное значение для CH. Величину α(x0) называют 
гельдеровским показателем регулярности функции в 
точке x0, а постоянную CH  иногда называют гельде-
ровской производной. Ее геометрическим образом в 
x0 является криволинейный «касательный» конус 

α~y xΔ Δ . Формально рассмотрим функцию f:R→R 
в окрестности точки x0∈R, и пусть n≤α≤n+1, n∈Z. 
Говорят, что функция принадлежит в точке x0 гель-
деровскому классу Cα(x0), если существует число 
δ>0, полином Pn степени n и постоянная C, такие 
что для любой точки x∈|x–x0|≤δ справедливо нера-
венство [10–12] 

( ) ( ) α
0 0 .nf x P x x C x x− − ≤ −  (11) 

Случай n=0 приводит к стандартному определе-
нию липшиц-непрерывности для функции. Пото-
чечным гельдеровским показателем (экспонентой) f 
в точке x0 называют величину 

{ }α
0 0α ( ) sup α ( ) .p x f C x= ∈  (12) 

Можно доказать [10], что полином Pn в (11) со-
стоит из первых (n+1) членов разложения функции 
f(x) в окрестности точки x0 в ряд Тейлора: 
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( ) ( )
( ) ( )0

0 1 0

α
0 0

...

... .xn
n

f x c c x x

c x x C x x

= + − +

+ − + −
 (13) 

В общем случае, когда α 1n n≤ ≤ + , функция f(x) 
в точке x0 имеет n производных, но ее n+1 произ-
водная не ограничена. Если она ограничена, но раз-
рывна, n-я производная не является сингулярной.  

 
2. Микроканонический мультифрактальный 

формализм 
Будем рассматривать значения функции в        

ε-окрестности некоторой точки x∈R как количество 
массы [2] некоторой меры μ(ε). Ее универсальной 
аппроксимацией на I⊂R является степенной закон 
(4): ( ) ( )αμ ε ~ε x , где α(x) называют гельдеровским 
показателем сингулярности меры. Действительно, 
если масса M распределена «атомарно», со значе-
ниями mi в отдельных точках xi носителя, то α=0 и 

( )δi ii
M m x x= −∑ . Равномерному распределению 

массы соответствует значение α=1 и абсолютно не-
прерывная мера μ с постоянной плотностью ρ, так 
что ρ

I
M dx= ∫ . Для α<1 плотность меры расходится 

при ε 0→  и такую меру называют сингулярной. 
Несколько неожиданным покажется то, что случай 
α=2 тоже объявляют сингулярным в 1D. Для случая 
2D мера сингулярна при α 2≠  и т. д. Множество 
точек носителя, имеющих меру с сингулярностью α, 
в общем случае образуют фрактальное множество с 
размерностью f(α), а пару (α, f(α)) называют муль-
тифрактальным спектром. В случае самоподобной 
меры график спектра является выпуклой вверх кри-
вой. Способы вычисления такого спектра, основан-
ные обычно на методе статистических моментов, 
являются одной из задач мультифрактального ана-
лиза [13–16] и реферируются теперь как канониче-
ский вариант формализма. Менее известен микро-
канонический вариант мультифрактального форма-
лизма [17, 18], который оценивает локальные мас-
штабные свойства мультифрактальных мер геомет-
рически, а не статистически. Наиболее естествен-
ным этот формализм выглядит в применении к циф-
ровым изображениям.  

Цифровое изображение является дискретным 
полем яркости ( ) ,I Z Z, ∈ ×x x  заданным на ограни-
ченной области A квадратной решетки. Заметим, 
что, вообще говоря, «истинного» изображения u(x) 
не существует. Мы всегда имеем дело с интегралом 

( ) ( ) 1 2,
A

u u dx dxφ = φ∫ x x , где ( )φ x  – функция с 

компактным носителем, сенсор-ячейка CCD-
приемника или сетчатки глаза. Таким образом, опи-
сание изображений попадает в контекст теории 
обобщенных функций (распределений), и производ-
ные можно понимать в слабом смысле [19, 20]. Ус-
ловие , 0u φ ≥  эквивалентно непрерывности «обоб-
щенного» изображения или существованию 
единственной меры Радона на A. Эту меру μ для 
каждого компактного множества A на изображении 
можно определить следующим образом: 

μ( ) μ( ),
A

A d
∈

≡ ∫x
x  (14) 

где плотность меры в предположении локальной 
гладкости изображения описывается выражением [8, 
18, 20, 21]:  

( )
1 2

1 22 2
1 2

μ( ) ( ) ( )

( ) ( )

d I d I x x

I x I x
/

≡| ∇ | , | ∇ | , =

= ∂ ∂ + ∂ ∂

x x x

x x
  (15) 

и частные производные понимаются в смысле их 
аппроксимации разделенными разностями. Выбор 
меры в форме (14) связан с пространствами Соболе-
ва и понятием функций с ограниченной вариацией 
[20]. Напомним, что полной вариацией функции 

1( )f x C∈  называют величину [7, 8] 

V
f f dx

+∞

−∞
′= ∫  (16) 

и f(x) называют функцией с ограниченной вариаци-
ей, если 

V
f < ∞ . Известная формула Банаха об ин-

дикатрисе утверждает, что вариация функции совпада-
ет с суммой индикатрис по уровню [6, 7, 20]:  

( , ) .
b

V a
f f dx y f dy

+∞

−∞
′= =∫ ∫ N  (17) 

Выражение (15) – это двухмерный аналог (17), и, 
следовательно, наша мера измеряет полную вариа-
цию контраста в области. Ее можно оценить, ис-
пользуя теорему об индикатрисе (17). Рассмотрим, 
ради простоты, регулярный случай. Пусть 2RΩ∈  и 
( ) 2,f x y C∈  – гладкая поверхность. Тогда множе-

ство ее морсовских особых точек 
( ){ }, 0E x y f= ∇ =  по теореме Морса–Сарда не 

образует связного множества, т. е. ( )1μ 0H E = . С 
другой стороны, множество ее уровней S=f–1(t)∩Ω 
будет одномерным C2-многообразием, почти для 
каждого t. Индикатрисы – это множество, образо-
ванное длинами изолиний ( )( )1 1μH f t− ∩Ω , получен-

ных пересечением графика ( ) ( ){ }, , ,x y z f x y=  с 

плоскостью z=t. Вариация 
V

f , определяется те-
перь так называемой формулой ко-площади, которая 
справедлива для всех липшицевских функций [7, 20]:  

( )1 1μ .HV
f f t dt

+∞ −

−∞
⎡ ⎤= ∩Ω⎣ ⎦∫  (18) 

Пусть ( )μ rB⎡ ⎤⎣ ⎦x  – мера Радона для шара Bγ(x), 
окружающего каждую точку A∈x . Используя вы-
ражение (4) мы полагаем, что для достаточно малых 
окрестностей точки справедлива следующая ап-
проксимация [21]: 

( ) ( ) ( )( ) ( )μ .h h
rB a r o r= +⎡ ⎤⎣ ⎦

x xx x  (19) 

Здесь гельдеровские показатели обозначены че-
рез h(x), чтобы отличить их от общего случая (12), а 
( )( )ho r x  обозначают члены более высокого порядка 

малости, чем rh(x). Коэффициенты a(x) зависят от 
выбора метрики, использующейся для определения 
шаров и шкалы масштабов. Напротив, h(x) не зави-
сят от метрики и дают всю информацию об эволю-
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ции меры при изменении масштаба. Они могут 
быть получены с помощью линейной регрессии 

( ) ( )logμ( ) logrB h r=x x [17, 18]. Такой вариант по-
лучения оценок показателей реферируют как мик-
роканонический вариант мультифрактального фор-
мализма [17, 18].  

В численных методах из за большой вариабель-
ности контраста обычно не удается хорошо опреде-
лить градиент: при уменьшении размера окрестно-
сти последовательность оценок не меняется моно-
тонно при уменьшении цифрового радиуса окрест-
ности. Чтобы обойти эту трудность, можно вместо 
обычной борелевой меры – суммы уровней серого в 
пикселах – использовать так называемые емкости 
Шоке [22]. Они удовлетворяют слабому условию 
аддитивности и гарантируют монотонность при из-
менении масштаба. Не останавливаясь на деталях 
[22–25], определим три емкости Шоке μmax, μmin и 
μiso для области Ω цифрового изображения следую-
щим образом. Пусть Ω∗⊂Ω – подмножество, в кото-
ром для любого пиксела i интенсивность ( ) 0p i ≠ . 
Определим емкость как максимальное или мини-
мальное значение p(i): 

max minμ ( ) max ( ) μ ( ) min ( )
i i

p i p i
∗∈Ω ∈Ω

Ω = , Ω = .  (20) 

Третья емкость μiso зависит от дискретизации 
уровней серого. Будем считать два пиксела i и j эк-
вивалентными δ δ( ) ( )p i p j≈ , если уровни серого в 
них не различаются с точностью до заданного фик-
сированного числа δ, т. e. ( ) ( )p i p j δ| − |< .  Тогда:  

iso δ δμ { ( ) ( ( ))},# i p i p G= ∈Ω : = Ω  (21) 

где G(Ω) – геометрический центр Ω, а #  – число 
пикселов. Очевидно, что все три емкости 
монотонно изменяются с размерами окрестности. 
Используя емкости Шоке, мы можем вычислить 
гельдеровские показатели для цифрового 
изображения. Затем для каждого h мы сможем 
получить компоненту мультифрактального 
разложения ( ){ }hF h h= ∈Ω =x x  – так называемое 

Singular manifold (SM) [16, 19]. Размерность 
Хаусдорфа ( )H hd F D h=  можно оценить на основе 
следующих соображений [26]. Для покрытия точек 
Fh необходимо ( ) ( )ε ~ ε D h

hN −  боксов размером ε из 
общего числа N(ε)∼ε–2 боксов, покрывающих всю Ω. 
Следовательно, вероятность наблюдения сингулярно-
сти h на масштабе ε ведет себя в пределе малых ε как:  

( ) ( ) ( ) ( )2ε ε ~ ε .D h
hP h N N −∝ε  (22) 

Таким образом, для оценки мультифрактального 
спектра (h, D(h)) в этом варианте формализма мож-
но использовать частотную гистограмму вычислен-
ных показателей [8, 17, 28]. Применение емкостей 
Шоке для MDI магнитограмм Солнца описано в на-
шей работе [24], а для сегментации данных косми-
ческого мониторинга, в [25]. 

Напомним, что чем меньше h, тем больше сингу-
лярность соответствующей меры. Минимальным 
значениям показателя соответствуют так называе-

мые MSM – most singular fractal manifolds [21, 27]. 
Наиболее интересны из них те, для которых 
D(h)≈1, т. е. Fh представляют собой контуры. Они 
играют особую роль при распознавании образов – 
мы можем узнать человека, располагая лишь контур-
ным рисунком – шаржем. На pис. 2 приведен пример 
MSM для диапазона показателей 0<h≤1. Удивитель-
ная особенность MSM состоит в том, что оно позво-
ляет восстановить исходную картину с помощью 
простого пропагатора [27]. Иными словами, можно 
восстановить интенсивность I(x) в каждой точке по 
информации об изменении градиента интенсивности 
в точках MSM. Технические детали построения 
пропагатора можно найти в работах [23, 27], а эври-
стика заключается в «растушевке» контуров MSM в 
Фурье-представлении. Для иллюстрации на pиc. 3 
приведены оригинальное изображение, его гельде-
ровская карта, MSM и реконструкция с помощью 
описанного пропагатора. Хотя для реконструкции 
использовалось лишь 38 % показателей h(x), она 
визуально мало отличается от оригинала. 

В заключение отметим, что описанные методы 
имеют чрезвычайно широкий круг применений. 
Действительно, современные экспериментальные 
данные большей частью являются матричными, т. е. 
они представлены цифровыми изображениями. С 
ними приходится иметь дело в медицине, геофизи-
ке, дистанционном зондировании Земли из космоса, 
астрономии и многих других областях знания. Уди-
вительно, но практически все природные изображе-
ния с достаточно высоким пространственным раз-
решением мультифрактальны, т. е. имеют свойство 
статистической масштабной инвариантности. Как 
раз оно и обеспечивает эффективность методов, из-
ложенных в статье. Кроме геометрии, изображение 
имеет еще и топологию (алгебраическую структу-
ру): два фрактала могут иметь одинаковую размер-
ность, но различаться «пористостью» меры. О мето-
дах извлечения топологии из изображений было 
рассказано в лекции. 

   
Рис. 2. Оригинал (слева) и MSM для 0<h≤1 (справа).  

   
Рис. 3. Реконструкция изображения по сингулярным 

многообразиям. Слева – оригинал; в центре – MSM 
0<h(x)≤2; справа – реконструкция.  
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