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Введение 
Знание частичных функций распределения (пре-

жде всего, Gij) дает возможность определить раз-
личные структурные и термодинамические свойства 
системы. Двухчастичная функция распределения Gij 
может быть найдена из обобщенного уравнения 
Орнштейна-Цернике (ОЦ): 

ω1=n∫G2S12d(2)+lna,  (1) 
h12=C12+n∫G3C13h23d(3).  (2) 
Для двухкомпонентной системы твердых сфер в 

случае предельного разбавления, когда концентра-
ция растворенного вещества nα→ 0, а концентрация 
растворителя nβ → n (где n – полная плотность сис-
темы), второе уравнение имеет вид: 

ββ ββ ββ ββ β
12 12 13 23 (3 )h C n C h d= + ∫ ,  (3) 

αβ αβ αβ ββ β
12 12 13 23 (3 )h C n C h d= + ∫ ,  (4) 

αα αα αβ αβ β
12 12 13 23 (3 )h C n C h d= + ∫ .  (5) 

При кристаллизации, благодаря структурным от-
личиям между жидкостью и кристаллом, параметры 
жидкости меняются скачкообразно, поэтому струк-
турно-однородное уравнение ОЦ, описывающее 
жидкую фазу, должно перестать существовать в 
точке фазового перехода к кристаллическому со-
стоянию. Из многих предложенных к настоящему 
времени уравнений замыкания, связывающих функ-
ции h12 и С12, уравнение Мартынова–Саркисова со-
держит условие потери устойчивости уравнения ОЦ 
при плотности, близкой к плотности кристаллиза-
ции [1]. Мы нашли, что максимальная плотность, 
при которой еще существует действительное реше-
ние уравнения ОЦ с этим замыканием для одноком-
понентной жидкости, равна n=1.012 (η=0.53) [2]. С 
другой стороны, критерий фазового перехода связы-
вается с достижением структурным фактором мак-
симального значения, равного S(k)=2.85. В этом 
случае плотность однокомпонентной системы равна 
n=0.936 (η=0.494). 

В данной работе мы вычисляем значения струк-
турного фактора и фактора сжимаемости для двух-
компонентного предельно разбавленного раствора 
при плотностях n=1.012 и n=0.936. Решение рас-
сматриваемой системы параметрически зависит от 
соотношения диаметров частиц m=σα/σβ сорта α и β. 
Мы рассматриваем два случая: когда частицы при-
меси в два раза меньше (m=1/2) и в два раза больше 
(m=2) частиц раствора. 

Структурный фактор 
Структурный фактор S(k) позволяет построить 

распределение плотности и структуру вещества. В 
кристаллах он характеризует способность одной 
элементарной ячейки когерентно рассеивать излу-
чение в зависимости от внутреннего строения ячей-
ки (числа атомов, их координат, атомных факторов). 
Такая связь структурного фактора с индивидуаль-
ными рассеивающими свойствами каждой кристал-
лической структуры лежит в основе структурных 
исследований кристаллов. Экспериментально в 
жидкостях структурный фактор находится из рас-
сеяния рентгеновских лучей.  

Со структурным фактором связан фурье-образ 
функции G12, что позволяет определять ее из экспе-
римента: 

12
12 12 12

0

( )( ) 1 ( )
( )

− ⋅− = = ∫ ik rI k NS k dr e G r
VI k

r r
r

r
r ,  (6) 

где k
r

 – волновой вектор падающего излучения, 
I( k
r

) – интенсивность волны, рассеянной системой 
N частиц, I0( k

r
) – интенсивность рассеяния некорре-

лированными частицами, V – объем системы.  
Для детального описания смесей необходимо 

знание частичного структурного фактора, в то время 
как эксперимент позволяет получить только общий 
структурный фактор, являющийся их суммой, кото-
рая нелинейно зависит от соотношения, концентра-
ции и т. п. входящих компонент. Несмотря на то, 
что существуют некоторые методики, позволяющие 
экспериментально определять частичный струк-
турный фактор, они ограничены узкой примени-
мостью, недостаточной точностью или высокой 
стоимостью [3]. При помощи частичных функций 
распределения мы можем обойти указанные трудно-
сти и получить значения структурного фактора для 
каждого сорта частиц. 

Зная численное значение функций 12 1 2( , )G r rββ , 

12 1 2( , )G r rαβ  и 12 1 2( , )G r rαα  [2], мы можем вычислить 
структурный фактор двухкомпонентной смеси твер-
дых сфер при высоких плотностях для случая пре-
дельно разбавленного раствора: 

2

0

sin( ) 1 4πρ ( ) .krS k h r r dr
kr

∞

= + ∫   (7) 

Для рассматриваемых в данной работе соотно-
шений частиц (m=1/2 и m=2) графики полученных 
значений S(k) для обеих плотностей n=1.012 и 
n=0.936 приведены на рис. 1 и 2 соответственно.  
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Рис. 1. Структурный фактор S(k) при n=1.012. 
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Рис. 2. Структурный фактор S(k) при n=0.936. 
 
Поведение функции Sββ(k) для однокомпонент-

ной системы имеет стандартный вид. Структурный 
фактор достигает максимума Smax(k)=3.431 при 
k=7.056 (n0=1.012). Максимального значения, равно-
го S(k)=2.85 (при котором, согласно критерию Хан-
сена–Верле [4], наступает кристаллизация), струк-
турный фактор в нашем случае достигает при мень-
шей плотности, равной n0=0.936. Но для плотности 
n0=1.012 функция Gij, описывающая взаимное рас-
положение частиц друг относительно друга и отра-
жающая структурные изменения, не имеет ушире-
ния второго пика, которое могло бы рассматривать-
ся как указание на то, что здесь мы имеем дело уже 
с метастабильным состоянием. 

Полученные значения структурного фактора со-
гласуются с данными, известными из других источ-
ников. Так, например, для системы с плотностью 
n0=0.936 и m=1/2 полученные результаты для Sαβ(k) 
качественно совпадают с результатами работы [5], в 
которой для раствора частиц трех сортов с плотно-
стью n0=0.936 (частицы двух из них имеют малую 
концентрацию) приведены значения фурье-
преобразования hij.  

 
3. Фактор сжимаемости 
Для классических жидкостей существует тесная 

связь между структурными и термодинамическими 
свойствами. Фактически для парного отталкива-
тельного межмолекулярного потенциала все термо-
динамические функции могут быть выражены при 

помощи радиальной функции распределения Gij. 
Особенно упрощаются выражения для жидкостей с 
потенциалом твердых сфер, так как в этом случае 
внутренняя энергия сводится к энергии идеального 
газа и в уравнение для давления входит вместо всей 
радиальной функции распределения только ее кон-
тактное значение. Таким образом, знание радиаль-
ной функции распределения Gij позволяет получить 
уравнение состояния системы. 

Фактор сжимаемости (уравнение состояния) 
имеет вид  

ρ
=

PZ
kT

. (8) 

Для системы твердых сфер фактор сжимаемости 
можно выразить следующим образом: 

3

0

ρ ( ) 21 4π ( ) 1 πρ (σ)
6 3

∞ Φ
= − = +∫

d rZ r G r dr G
dr

,  (9) 

где G(σ) – контактное значение радиальной функции 
распределения Gij. 

Известно, что для потенциала твердых сфер су-
ществуют и классические аналитические выражения 
для фактора сжимаемости: уравнение Карнахана-
Старлинга [7], полученное из точных значений пер-
вых шести членов вириального разложения, которое 
до настоящего времени считается самым точным:  

2 3

1 3

1 η η
(1 η)

+ + −
=

−
Z η ,  (10) 

где 3πη ρ
σ

=  – безразмерная приведенная плотность; 

уравнения для наиболее простого замыкания Перку-
са–Йевика для системы твердых сфер в виде урав-
нений для сжимаемости и давления [8, 9]: 

2

2 3

1 η η
(1 η)
+ +

=
−

Z ,  (11) 

2

3 2

1 2η 3η
(1 η)
+ +

=
−

Z ;  (12) 

несколько более точное, чем уравнение Карнахана-
Старлинга, уравнение состояния Колафы: 

2 3 4

4 3

1 η η 2(η η ) / 3
(1 η)

+ + − +
=

−
Z .  (13) 

Кроме вышеперечисленных, существуют и дру-
гие аналитические выражения для Z, но мы их рас-
сматривать не будем. 

Сравнение наших данных с результатами суще-
ствующих аналитических выражений и данных чис-
ленного эксперимента для потенциала твердых сфер 
приведено в табл. 1. 

Таблица 1 
Сравнение значений фактора сжимаемости (9) (Z), 

значений, полученных из уравнений (10) – (13) (Z1, Z2, Z3, 
Z4 соответственно), работы [10] (ZMS), данных численного 
моделирования [11] 

η Z Z1 Z2 Z3 Z4 ZMS Zэксп.

0.494 11.792 12.464 13.392 10.609 12.489 12.037 12.5 
0.53 15.191 15.995 17.427 13.131 15.966 – – 

Sββ(k) 

Sαβ(k) m=1/2 

Sαβ(k) m=2 

Sαβ(k) m=1/2 

Sαβ(k) m=2 

Sββ(k) 

m=2 
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Таблица 2  

Фактор сжимаемости двухкомпонентной предельно разбавленной смеси твердых сфер. 
m=1/2 m=2 система 

 
 
значение 

чистый 
растворитель 
(частицы ββ) 

растворитель–
растворенное 
(частицы αβ) 

растворенное–
растворенное 
(частицы αα) 

растворитель–
растворенное 
(частицы αβ) 

растворенное–
растворенное 
(частицы αα) 

ρ 1.012 1.012 0.88 0.75 
η 0.53 0.53 0.691 0.785 
Z 15.191 11.573 10.238 17.291 19.841 
 
 

Из приведенных данных видно, что полученные нами 
значения фактора сжимаемости для однокомпо-
нентной системы согласуются с данными, известными 
из литературы и вычисленными другими способами. 

Более сложный случай существует для систем, 
состоящих из нескольких компонент. До настоящего 
времени различные аппроксимирующие теории, 
эмпирические предположения и компьютерные экс-
перименты не дали достаточно точного уравнения 
для фактора сжимаемости и контактного значения 
радиальной функции распределения для смесей, за 
исключением простейших одномерных случаев [12]. 

Применим формулу (9) и вычислим фактор сжи-
маемости, используя значения частичных функций 
распределения. Для рассматриваемой нами двух-
компонентной предельно разбавленной смеси твер-
дых сфер значения фактора сжимаемости приведены 
в табл. 2. 
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