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ПРИМЕНЕНИЕ ПАРАМЕТРИЧЕСКИХ МЕТОДОВ СПЕКТРАЛЬНОГО ОЦЕНИВАНИЯ В 
УГЛОМЕРНЫХ ИЗМЕРЕНИЯХ ДЕКАМЕТРОВОГО ДИАПАЗОНА 

В.В. Бочкарев, Р.Р. Латыпов, И.Р. Петрова, В.Ю. Теплов  

APPLICATION OF PARAMETRIC METHODS OF SPECTRAL ESTIMATION IN DECAMETER BAND 
GONIOMETRIC MEASUREMENTS 

V.V. Bochkarev, R.R. Latypov, I.R. Petrova, V.Yu. Teplov  
Работа посвящена применению параметрических методов спектрального оценивания при угломерных измерениях в 

КВ-диапазоне для систем с разделением компонент сигнала в частотной области. Рассматриваются совместные оценки 
компонент волнового вектора и их производных. Предложена методика разделения мод ионосферного КВ-сигнала.  

 
Parametric methods of spectral estimating in SW band goniometric measurements are discussed for systems, in which com-

ponents of signal is divided in frequency domain. Wave vector components and their derivatives combined estimations are exam-
ined. Method of SW-signal modes dividing is suggested. 

 
 
При угломерных измерениях в КВ-диапазоне 

широко применяются измерительные системы из 
однотипных пространственно-разнесенных антенн. 
При достаточно большом количестве приемных ан-
тенн и значительном расстоянии между ними (раз-
мер антенной системы сопоставим или превышает 
длину волны L ≥ λ) разделение мод ионосферного 
сигнала и определение углов прихода радиолуча 
может быть достигнуто посредством пространст-
венной обработки принимаемого сигнала [1]. При-
менение параметрических методов спектрального 
оценивания в этом случае рассматривалось, напри-
мер, в [2]. Угломерные системы с большой базой 
имеют как свои достоинства, так и недостатки. К 
достоинствам отнесем прежде всего очевидный путь 
повышения углового разрешения увеличением базы 
приема, а также упомянутую возможность примене-
ния пространственных методов разделения компо-
нент сигнала.  

В то же время свои достоинства имеются и у 
систем с малой базой (L ≤ λ). Используя метод час-
тотно-пространственного разнесенного приема, 
можно создавать измерительные системы с малога-
баритными (характерные размеры порядка десятков 
метров) и сравнительно дешевыми антенными систе-
мами и малым количеством приемных каналов (4–8). 
Кроме того, вследствие меньших размеров антенной 
системы в этом случае меньше сказывается про-
странственная некогерентность радиосигнала, а 
также дифракция на окружающих антенную систему 
объектах, растительности, неоднородностях подсти-
лающей поверхности. Расплатой за эти достоинства 
являются повышенные требования к долговремен-
ной стабильности аппаратной части и необходи-
мость использования больших временных апертур. 
В этом случае определение углов прихода радиолу-
ча производится на основе анализа разностей фаз 
сигнала, принятого пространственно-разнесенными 
антеннами. Как правило, ионосферный сигнал явля-
ется многомодовым. Разделение мод для системы с 
малой базой и небольшим числом антенн может про-
изводиться только в частотной области, за счет того 
что лучи, прошедшие разные области ионосферы, 
испытывают различные доплеровские сдвиги часто-
ты. Смысл перехода в частотную область состоит в 

том, чтобы понизить размерность пространства па-
раметров задачи, а также по возможности перейти к 
анализу линейных соотношений. Таким образом, 
спектральная обработка принимаемого сигнала 
должна разрешить две основные задачи: 1) разделе-
ние компонент сигнала, отвечающих различным мо-
дам распространения, и 2) нахождение исходных 
данных для определения углов прихода радиолуча – 
оценок начальных фаз спектральных компонент сиг-
нала на разных антеннах. Нестационарный характер 
динамики ионосферы приводит к нестационарности 
отраженного от ионосферы радиосигнала, к измене-
нию его спектральных параметров. Это серьезно ус-
ложняет задачу достижения необходимого спек-
трального разрешения. Как известно [3], спектраль-
ное разрешение ∆f при фиксированных времени на-
блюдения T и отношении сигнал/шум S/N ограничи-
вается фундаментальным соотношением  

∆f⋅T⋅(S/N)–1≥ 1. (1) 

Нестационарность ионосферного КВ-сигнала ог-
раничивает допустимое время анализа и, следова-
тельно, ограничивает достижимое спектральное раз-
решение. 

Одна из возможностей повышения характеристик 
методов спектрального оценивания до практически 
приемлемого уровня состоит в использовании той 
или иной априорной информации либо некоторых 
модельных предположений о сигнале и/или о помехе. 
Сужение класса допустимых сигналов/помех позво-
ляет существенно увеличить разрешающую способ-
ность при той же длине анализируемого ряда [3]. Это 
делает параметрические методы эффективным инст-
рументом анализа нестационарных сигналов в слу-
чае, когда параметры сигнала изменяются достаточно 
плавно. Если же параметры сигнала заметно меняют-
ся на интервале, используемом для оценивания, то, 
как легко убедиться, широко употребляемые пара-
метрические методы ( Прони, MUSIC и др.) дают 
оценки с большими погрешностями. 

Характер используемых модельных предполо-
жений может быть весьма различен [3, 4]: либо явно 
задается вид сигнала, зависящий от некоторого чис-
ла неизвестных эмпирически оцениваемых парамет-
ров, либо может быть задан класс сигналов/помех. 
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Как правило, структура сигнала задается предполо-
жением, что сигнал удовлетворяет некоторому раз-
ностному соотношению 

1 1 ,k k r k r ky a y a y− −− ⋅ − − ⋅ = ξ…  (2) 

где yk=y(k∆t), либо дифференциальному уравнению 
с постоянными коэффициентами: 

( ) ( ) ( )1

1 .r r

ry a y a y t−− ⋅ − − ⋅ = ξ…  (3) 

В зависимости от различных предположений о 
ряде ξk в формуле (2) получим различные парамет-
рические методы, такие как авторегрессионный ме-
тод, метод Прони и др. Модель (3) используется, 
например, в методе разложения по функциям с гиб-
кой структурой (метод Куликова) [5]. 

В таких методах, как MUSIC, EV [3], SSA [6], 
обычно классифицируемых как непараметрические, 
повышение спектрального разрешения по сравне-
нию с (1) достигается использованием предположе-
ния об ортогональности подпространств, отвечаю-
щих различным компонентам сигнала. Условность 
противопоставления этих методов другим парамет-
рическим методам очевидна уже потому, что при 
оценивании частот компонент в методах MUSIC, EV 
используется представление сигнала, удовлетво-
ряющее (2). В многооконном методе (МТМ) для 
повышения разрешающей способности используется 
предположение о неизменности спектрального соста-
ва сигнала в течение всего времени наблюдения. 

Большим достоинством параметрических мето-
дов спектрального анализа является относительная 
легкость разделения мод сигнала, что при примене-
нии классических методов представляет собой чрез-
вычайно сложную задачу. 

Рассмотрим проблемы, возникающие при при-
менении параметрических методов спектрального 
оценивания при угломерных измерениях. Для слу-
чая плоской волны компоненты волнового вектора 
находятся из соотношений  

ϕi ≡ kxxi + kyyi + φ (mod 2π), (4) 
где ϕi – фазы радиосигнала на отдельных антеннах, 
kx, ky – компоненты волнового вектора, φ – началь-
ная фаза радиоволны. Таким образом, анализируе-
мый сигнал должен состоять из одной компоненты, 
что мы можем попытаться достичь, например, по-
средством частотного разделения. В противном слу-
чае как решения (4) мы получим лишь направление 
текущей нормали волнового фронта для данной 
спектральной составляющей.  

Для нахождения углов прихода нам необходимы 
оценки фаз сигнала на различных антеннах, в то 
время как широко применяющиеся методы (Прони, 
MUSIC и др.) позволяют получить лишь оценки 
частот компонент. Для получения оценок фаз при 
известных частотах компонент можно использовать, 
например, метод наибольшего правдоподобия и из-
вестные процедуры оптимизации, однако достижи-
мая точность оценки ограничена величиной, обрат-
ной длительности используемого сегмента данных 
σϕ∼ 1/T. Существует, однако, ряд методов, позво-
ляющих получить совместные оценки частот и фаз 
спектральных компонент. Это упомянутый выше 

метод Куликова, а также предложенный авторами в 
[7] метод. В этих случаях при оценивании фаз учи-
тывается структура модели, что приводит к получе-
нию более точных оценок. Рассмотрим еще один 
подход к оцениванию угловых характеристик. 

Уравнения (4) являются нелинейными, так как 
значения фаз определены по модулю 2π. По этой 
причине нахождение оценки компонент волнового 
вектора требует решения задачи нелинейной опти-
мизации даже в простейшем случае нормального 
распределения флуктуаций мгновенной частоты 
радиосигнала, что требует весьма больших вычис-
лительных затрат. Кроме того, нелинейный характер 
связи между kx, ky и ϕi делает малоэффективными 
попытки уменьшить погрешность оценивания углов 
прихода посредством временного накопления. Как 
усреднение исходных данных (разностей фаз), так и 
усреднение получаемых оценок компонент волново-
го вектора не приводит к желаемому результату.  

Между тем задача оценивания вариаций углов 
прихода является существенно более простой. Про-
дифференцировав соотношения (4) и представив 
результат в матричной форме, получим 
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Это соотношение дает связь между временными 
производными компонент волнового вектора, доп-
леровским сдвигом частоты радиоволны Ω и мгно-
венными частотами сигнала на отдельных антеннах. 
В отличии от (4) данные соотношения линейны и 
оценивание угловых параметров не вызывает слож-
ностей. Распределение флуктуаций доплеровского 
сдвига частоты существенно отличается от нор-
мального, поэтому при решении (5) надо проявить 
некоторую аккуратность. При достаточно слабом 
предположении, что распределение доплеровских 
флуктуаций имеет вид  

( ) ( ) ( ) ,w x C K f x K x= ⋅  (6) 

где К – положительно определенная эрмитова мат-
рица, а f – монотонно убывающая функция, метод 
наибольшего правдоподобия приводит к линейной 
оценке следующего вида: 
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где А# – псевдообратная матрица, определяемая вы-
ражением 

( ) 1# .T TA A K A A K
−

= ⋅ ⋅ ⋅  (8) 

Для случая нормального распределения матрица 
К является обратной к ковариационной матрице до-
плеровских флуктуаций на разных антеннах.  
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Таким образом, следуя вышеописанной методи-

ке, мы получим временные ряды величин k
G� (t) и 

можем оценить распределение производной волно-
вого вектора. Отметим, что мы не можем получить 
значения k

G
(t) и даже k

G
(t) – k

G
(0), просто проин-

тегрировав полученную зависимость k
G� (t). Действи-

тельно, эти величины известны с некоторой ошиб-
кой η(t). Предположив, что η(t) представляет собой 
стационарный случайный процесс, получим, что 
оценка волнового вектора *k

G
(t) представляет собой 

сумму истинных значений и процесса со стационар-
ными приращениями ξ(t): 

 ( ) ( ) ( )* .i ik t k t t= + ξ   

Для структурной функции процесса ξ(t) имеем  

( ) ( ) ( )[ ] ( )( )2
0 .

t

t

D t t d B t
+

ξξ ηη
−

= ξ − ξ = τ τ − τ∫  (9) 

Для распространенного случая, когда на боль-
ших временах корреляции η(t) спадают по степен-
ному закону ( )ηη τ ~ τ ,B ν−  при 0<ν<2 получим 

( ) 2D t t −ν

ξξ ∼ , или ( ) ( )
1 2

0 ~ .k t k t −ν
−σ  (10) 

Таким образом, среднеквадратическое отклоне-
ние процесса ξ(t) возрастает по степенному закону с 
показателем в диапазоне от 0 до 1. При любом объ-
еме анализируемой выборки при достаточно боль-
ших r ошибка будет сколь угодно велика, то есть 
получаемая оценка ( ) ( )0k t k−

G G
 не является состоя-

тельной, а задача восстановления конечных прира-
щений волнового вектора по значениям производ-
ных – корректно поставленной. Необходима некото-
рая процедура регуляризации. С математической 
точки зрения проблема состоит в том, что вариации 
ki (t) должны принадлежать пространству ограни-
ченных функций (L∞), а получаемая оценка ki 

*(t) 
принадлежит к более широкому пространству функ-
ций степенного роста. Необходимо корректно по-
строить проекцию оценки в более узкое пространст-
во функций. С целью регуляризации мы можем су-
зить класс допустимых зависимостей ki (t) на интер-
вале [t1, t2] и рассматривать их как элементы про-
странства Соболева 1

2W ([t1, t2]), а не L2([t1, t2]). Нали-
чие оценки производных позволяет проводить необ-
ходимые вычисления в пространстве Соболева, раз-
ложение и фильтрацию соответствующих зависимо-
стей. Запишем функционал правдоподобия в виде 

( ){ } ( ) ( )

( )*

1 ln

ln .

reg t t
t

k t t
t

L k t w A k

w k k

δϕ

δ

= − ρ ⋅ ⋅ − ϕ +

+ρ ⋅ −

∑

∑ � � (11) 

То есть мы ищем кривую ( )k t
G

, касательные к 
которой по возможности близки полученным оцен-
кам ( )*k t

G
. Идея состоит в том, что быстрые вариа-

ции волнового вектора мы находим из (7), а для 
оценивания медленных вариаций привлекаем ин-

формацию о значениях разностей фаз. При практи-
ческой реализации данного подхода целесообразно 
перейти к вейвлет-коэффициентам искомых функ-
ций, что позволяет проводить помасштабный анализ 
сигнала, а также в явной форме задать условие при-
надлежности пространству 1

2W ([t1, t2]) [8]. 
Рассмотрим задачу разделения мод при исполь-

зовании параметрических методов спектрально оце-
нивания. В этом случае для каждого набора данных 
мы можем получить оценки частот и мощностей 
спектральных составляющих. Параметры состав-
ляющих ионосферного сигнала, очевидно, меняются 
со временем. Как видно из (5), частоты составляю-
щих сигнала на различных антеннах, как правило, 
будут несколько различны. Кроме того, неизбежны 
вызванные наличием шума погрешности при опре-
делении параметров составляющих. Таким образом, 
при решении задачи разделения мод нам необходи-
мо научиться отождествлять компоненты, получен-
ные при обработке сегментов сигнала в различные 
моменты времени и на различных антеннах. Допле-
ровские сдвиги частоты для различных мод сигнала 
формируются в результате прохождения радиолу-
чом различных областей ионосферы и изменяются 
независимо друг от друга, в отдельные моменты 
времени они могут совпадать. Это делает невозмож-
ным отождествление компонент только по значениям 
сдвига частоты f(t) в текущий момент времени. Одна-
ко такое отождествление может быть выполнено с 
использованием значений как f(t), так и f� (t), так как 
одновременное совпадение обоих величин для раз-
личных мод, очевидно, крайне маловероятно. Рас-
смотрим получение совместной оценки f(t), f� (t) для 
распространенных параметрических методов спек-
трального оценивания. Многие такие методы, как 
известно, опираются на разложение ковариационной 
матрицы сигнала и требуют знания ее собственных 
значений и собственных векторов. 

Если мы имеем оценку ковариационной матрицы 
B(t) и ее производной B� (t), то производные ее соб-
ственных чисел λ и собственных векторов ψ даются 
выражениями 

( )# ,B E Bψ = − − λ ψ��   

.B Bλ = ψ ψ + ψ ψ� � �  (12) 

Для методов MUSIC, EV и подобных частоты 
компонент fi находятся минимизацией формы  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

,
n

H k k H

k
k r

S f e f w e f
−

=

= ⋅ ⋅ ψ ⊗ψ ⋅ 
 
 
∑  (13) 

где вектора e(f) имеют вид еm(t) = exp(i2π∆tfm) = ςm, 
а wk – веса, отвечающие различным собственным 
числам. Заметим, что форма S(f) представляет собой 
полином относительно ζ и частоты составляющих 
определяются по значениям фаз корней полинома, 
лежащих внутри единичной окружности [3]. Таким 

образом, ( ) ,
r

m

m
m r

S f a
=−

= ς∑  где am получаем сумми-

рованием элементов матрицы из выражения (13) 
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вдоль диагоналей. Зная ( )B t , ( )B t�  и используя 

(12), найдем am, ma� , после чего несложно найти  
r

m

m
m r

r
m

m
m r

a

m a

=−

=−

ς
ς
= −

ς ⋅ ς

∑

∑

�
�

,  (14) 

откуда окончательно получим для производной 
оценки частоты 

1
Im ln .

2
f

t t

∂
= ς

π ⋅ ∆ ∂
�  (15) 

В качестве другого примера рассмотрим оценки 
временной производной частоты компонент для ме-
тода Прони. В этом случае параметры модели опре-
деляются из уравнений Юла–Уолкера 

B · a = b, (16) 
где В – ковариационная матрица (r–1)×(r–1), а век-
тор b также составлен из компонент ковариацион-
ной матрицы bm = Bm, r. Значения a�  получаем в этом 
случае из системы уравнений 

.B a b B a⋅ = − ⋅� ��  (17) 
Далее, дифференцируя характеристическое 

уравнение ςr – a1 · ςr–1 – … – ar = 0 уравнений (2), 
получим  

1
1

0

1

0

,

r
r m

r m
m

r
m

m
m

r a

m a

−
−

−

=

−

=

⋅ ς − ς
ς
= −

ς ⋅ ς

∑

∑

�
�

 (18) 

откуда с помощью соотношений (15) найдем иско-
мые временные производные частоты. 

Отождествление составляющих сигнала на раз-
ных антеннах может быть проведено аналогичным 
образом. Рассмотрим взвешенную ковариационную 
матрицу 

( ) ( ) ( ) ( )1 2

1 2

M

MB p p B p B p B= + + +… ,  

где ( )iB  – ковариационные матрицы сигнала для i-й 
антенны, а pi – весовые коэффициенты, удовлетво-
ряющие условиям 0 1, 1.i i

i

p p≤ ≤ =∑  

При выборе весов ,i i mp = δ  получим ковариаци-
онную матрицу сигнала на m-й антенне и соответст-
вующие оценки спектральных параметров. Плавно 
изменяя значения весов pi, мы можем перейти к точ-
ке, соответствующей другой антенне, и, используя 
вышеизложенный подход, отождествить спектраль-
ные компоненты сигнала на этих антеннах. Кроме 
того, усреднение оценок, получаемых в некоторой 
окрестности точки, заданной соотношениями 

,i i mp = δ , позволяет уменьшить влияние шума. 
Как уже указывалось, получаемые оценки угло-

вых параметров основаны на предположении пло-
ской волны, поэтому необходимо иметь возмож-
ность проверить обоснованность данной модели.  

 
Рис. 1. Изменение угла места в течение дневного време-

ни. Трасса Архангельск–Казань, 6160 кГц, 8 сентября 2003 г. 

 
Рис. 2. Спектр сигнала наклонного зондирования. Ра-

диотрасса Архангельск–Казань, 6160 кГц, 10 сентября 
2003 г. 

 
Рис. 3. Изменение угла места. Трасса Архангельск–

Казань, 6160 кГц, 10 сентября 2003 г., 16:30–17:00. 

Подставляя выражения для оценки производных 
волнового вектора (7) в уравнения (5), получим для 
нормированного квадрата невязки ζ: 

2*

Dϕ

ϕ − ϕ
ς =

�

� �
, где { }* # .A A Eϕ − ϕ = ⋅ − ϕ� � �   



Применение параметрических методов спектрального оценивания… 

79 

Величина ζ характеризует степень отклонения 
эмпирических данных от модели плоской волны, 
которое может быть обусловлено различными при-
чинами: интерференцией нескольких мод, измене-
ниями направления радиолуча в течение времени, 
соответствующего апертуре временного окна, ди-
фракцией радиоволны на объектах, окружающих 
приемную антенну. В случае полностью хаотиче-
ских, ненаправленных электромагнитных колебаний 
математическое ожидание ζ равно (M–3)/M, (М – 
число антенн).  

В заключение два примера применения данных 
подходов к анализу экспериментальных данных, 
полученных на доплеровском фазоугломерного 
комплексе Казанского университета «Спектр». На 
рис. 1 приведена зависимость угла места домини-
рующей моды в дневные часы 8 сентября 2003 г. для 
радиотрассы Архангельск–Казань, 6160 кГц. Спек-
тральная обработка данных проводилась при помо-
щи модифицированного метода MUSIC c оценивани-
ем ковариационной матрицы в пространстве вейвлет-
коэффициентов сигнала [9]. При этом проводилась 
пороговая обработка и отбор значимых коэффициен-
тов по алгоритму Донохо и Джонстона [8]. 

На рис. 2 приведен фрагмент спектрограммы 
сигнала наклонного зондирования ионосферы, по-
лученный на этой же радиотрассе 10 сентября 2003 
г. Можно видеть наличие близкорасположенных 
спектральных компонент, что осложняет оценива-
ние угловых параметров. На рис. 3 приведен график 
временной зависимости угла места для наиболее 
интенсивной составляющей сигнала. Отметим, что 
кривая плавная и изменение угла места относитель-
но невелико (около 0.4°). В то же время оценка, по-
лучаемая непосредственно по выражениям (4), дает 
для этих же данных колебания угла места с ампли-
тудой 3–4°, что, по-видимому, обусловлено ошиб-
ками в оценке разностей фаз в результате интерфе-
ренции двух близких спектральных компонент. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Таким образом, применение параметрических 
методов спектрального оценивания позволяет повы-
сить точность оценивания углов прихода КВ-
радиолуча, особенно в случаях сигналов со слож-
ным модовым составом, а также эффективно разде-
лять компоненты радиосигнала. Работа поддержана 
грантом РФФИ №05-05-64651. 
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